Energia y potencial

n los capitulos 2 y 3 se ha adquirido cierta familiaridad con la ley de Coulomb y su

aplicaci6n para encontrar el campo eléctrico que produce algunas distribuciones de

carga sencillas, y también con la ley de Gauss y sus aplicaciones en la determinacién
del campo eléctrico alrededor de cualquier arreglo simétrico de cargas. La aplicacion de la
ley de Gauss resultd, invariablemente, mds sencilla para aquellas distribuciones de carga con
gran simetria porque la integracién no presenta ninguna dificultad si se selecciona en forma
adecuada la superficie cerrada.

No obstante, si se hubiese intentado determinar un campo ligeramente més complicado,
como el que forman dos cargas puntuales diferentes, separadas por una distancia pequeiia,
hubiese sido imposible encontrar la superficie gaussiana apropiada y con ello la solucién. La
ley de Coulomb, por otro lado, es mds poderosa y permite solucionar problemas en los que
la ley de Gauss es inaplicable. Sin embargo, la aplicacién de la ley de Coulomb es laborio-
sa, detallada y casi siempre compleja. La razén de que asi sea radica en el hecho de que la
intensidad de campo eléctrico, un campo vectorial, debe encontrarse en forma directa a par-
tir de la distribucion de carga. Tres integraciones diferentes se requieren normalmente para
cada componente, y encontrar el vector solucién en sus tres componentes se suma a la com-
plejidad de las integrales.

Serfa deseable, sin lugar a dudas, que se pudiese encontrar la funcién escalar, ain no
definida, cuya integracion fuera sencilla y que por medio de este escalar se pudiera deter-
minar el campo eléctrico empleando algiin procedimiento directo y sencillo, como la dife-
renciacion.

Esta funcién escalar existe y se conoce como el potencial o potencial campo. Se encon-
trard que este potencial tiene una interpretacion fisica real y que es mds familiar para la ma-
yoria de la gente que el campo eléctrico que se puede obtener con él.

Se puede, entonces, tener la esperanza de contar pronto con un tercer método para en-
contrar campos eléctricos que consista en una sencilla integracién escalar, aunque no siem-
pre tan sencilla como podria desearse, seguida de una grata diferenciacién.

La dificultad restante de la tarea, correspondiente a la integracion, se tratard de allanar
en el capitulo 7. W
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4.1 Energia para mover una carga
puntual en un campo eléctrico

La intensidad del campo eléctrico se definié como la fuerza por cada unidad de carga que
se ejerce sobre una pequeiia carga de prueba unitaria colocada en el punto en donde se de-
sea encontrar el valor de este campo vectorial. Si se intenta desplazar la carga de prueba en
contra del campo eléctrico, se tiene que ejercer una fuerza igual y opuesta a la que ejerce el
campo, lo cual requiere un gasto de energia debido al trabajo que es preciso realizar. Si se
desea que la carga se mueva en la direccion del campo, el gasto de energia se torna negati-
vo; no hay que realizar trabajo, el campo lo hace.

Supéngase que se quiere desplazar la carga Q a una distancia dL en un campo eléctri-
co E. La fuerza que ejerce sobre Q el campo eléctrico es

[

(D

en donde el subindice sefiala que esta fuerza se debe al campo. La componente de la fuerza en
la direccién dL, la cual se debe vencer, es

FEL=F-aL=QE»aL

en donde a; es un vector unitario en la direccién de dL.
La fuerza que debe aplicarse es igual y opuesta a la que ejerce el campo,

Fapl =—QE - a

y el gasto de energia es el producto entre la fuerza y la distancia. El trabajo diferencial que
realiza el agente externo que desplaza a Q esiguala Q = —QE - a, dL = —QE - dL

(2)

donde se ha sustituido a,dL por la expresién mds sencilla, dL

Esta cantidad de trabajo diferencial requerido puede ser cero en ciertas condiciones que
se determinan facilmente mediante (2). Existen las condiciones triviales en las cuales E, O
o dL son cero, y un caso, mucho mas importante, en el cual E y dL son perpendiculares en-
tre si. En este ultimo caso la carga se desplaza en una trayectoria cuya direccién siempre
forma 4dngulos rectos con el campo eléctrico. Existe una buena analogfa entre el campo eléc-
trico y el campo gravitacional, en ambos debe gastarse energia para moverse en contra de
la direccién del campo. Deslizar una masa con velocidad constante sobre una superficie irre-
gular sin friccién es un proceso en el que no se necesita realizar esfuerzo si la masa se des-
plaza a lo largo de un contorno con elevacion constante; sin embargo, el movimiento a una
mayor o menor elevacién si implica la realizacion de trabajo positivo o negativo, respecti-
vamente.

Regresando al problema de la carga en el campo eléctrico, el trabajo necesario para mo-
ver la carga a una distancia finita debe determinarse cuando se integra,

(3)
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CAPITULO 4 Energia y potencial

donde la trayectoria debe especificarse antes de evaluar la integral. Ademads, se supone que
la carga estd en reposo tanto al partir de la posicién inicial como al llegar a la final.

Esta integral definida es fundamental en la teorfa de campo, y la seccién siguiente se
dedica a interpretarla y evaluarla.

4.2 La integral de linea

La expresién de la integral para el trabajo realizado al desplazar una carga puntual Q de una
posicion a otra, ecuacién 3, es un ejemplo de una integral de linea, la cual, en la notacién
del analisis vectorial, siempre tiene la forma de una integral evaluada a lo largo de una tra-
yectoria preestablecida del producto punto entre el campo vectorial y el vector diferencial
de longitud dL de la trayectoria. Sin utilizar el andlisis vectorial, se tiene que escribir
final
W=-0 Ep dL

inicial
en donde E, = componente de E en la direccién de dL.

Una integral de linea es esencialmente descriptiva y esta caracteristica la comparte con
otras integrales utilizadas en el anilisis avanzado, incluyendo la integral de superficie que
aparece en la ley de Gauss. Resulta més grato entender su significado que tratar de resolver-
la. La integral de linea sugiere escoger una trayectoria, dividirla en un gran nimero de seg-
mentos pequenos, multiplicar las componentes del campo paralelas a cada segmento por la
longitud del segmento y sumar' todos los productos restantes. Esto es s6lo una sumatoria,
claro estd, y el valor exacto de la integral se obtendra cuando el nimero de los segmentos
se vuelva infinito.

Este procedimiento se indica en la figura 4.1, donde la linea curva representa la trayec-
toria escogida desde la posicion inicial B hasta la posicién final A, y en donde se ha selec-
cionado un campo eléctrico uniforme por simplicidad. La trayectoria se divide en seis
segmentos, AL, AL,, . . ., AL, y las componentes de E paralelas a cada segmento son E,
E,,, ..., E, Entonces, el trabajo realizado en el movimiento de una carga Q desde B has-
ta A es aproximadamente

W=—-Q(E AL + E ALy +---+ Ej¢ALg)
o utilizando notacién vectorial,
W=—-Q(E;-AL; + E;- AL; + --- + E¢ - ALg)

! La posici6n final se ha designado con la letra A para que corresponda con la convencién utilizada respecto de la
diferencia de potencial, que se estudia en la seccién siguiente.




4.2 Laintegral de linea

Posicién final A

Posicion inicial

Figura 4.1 [nterpretacion grafica de una integral de linea en un campao uniforme.
La integral de linea de E entre los puntos B y A es independiente de la trayectoria
seleccionada, aun en un campo no uniforme. Este resultado no es valido, en
general, para campos que varian con el tiempo.

y como se ha supuesto que el campo es uniforme,

E,=E;=-. =Eq
W = —QE-(AL; + ALy + - - - + ALg)

(Qué significado tiene la suma de los segmentos vectoriales dentro del paréntesis en la
expresion anterior? Los vectores se suman utilizando la ley del paralelogramo y la suma es
Jjustamente el vector L ,, dirigido del punto inicial B al punto final A. Por lo tanto,

W =—QE-Lz (uniforme E) (4)

Si se recuerda la interpretacion de la integral de linea como una sumatoria, este resul-
tado para el campo eléctrico uniforme se puede obtener rdpidamente de la siguiente expre-
sion integral:

A
W=HQ[E4L 5)
B
que aplicada a un campo uniforme resulta
A
W=-—-QE. f dL
B

en donde la dltima integral se transformaen L, y
W =—-QE-Lg, (uniforme E)

A este caso especial con campo eléctrico uniforme se debe que el trabajo necesario pa-
ra mover la carga s6lo dependa de Q, E y L, vector trazado del punto inicial al punto
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EJEMPLO 4.1

CAPITULO 4 Energiay potencial

final de la trayectoria escogida. No depende de ninguna trayectoria en particular seleccio-
nada para trasladar la carga. Si se lleva desde B hasta A a lo largo de una linea recta o de
cualquier curva, sin importar lo complicado que sea, la respuesta es siempre la misma. Se
mostrard en la seccion 4.5 que un argumento idéntico puede emplearse en un campo (esta-
tico) E no uniforme.

Considérense los ejemplos siguientes para ilustrar la forma en que se establece la inte-
gral de linea (5).

Se proporciona el campo no uniforme
E = ya, 4+ xa, + 2a,

y se pide determinar el trabajo realizado en transportar una carga de 2C de B(1, 0, 1) a A(0.8,
0.6, 1) a través del arco mds corto del circulo

P )*2 =] Z==]
Solucioén. Se utiliza W = —Q f;‘ E - dL., donde E no es necesariamente una constante. Si

se trabaja en coordenadas cartesianas, la diferencial de trayectoria dL es dxa, + dya + dza,
y la integral se transforma en

A
W:—Qf E-dL
B

A
= —2] (ya; +xa, +2a.)-(dxa, +dya, +dza,)
B

0.8 0.6 1
:—2[ ya’x—Zf xdy—4f dz
[ 0 I

en donde los limites de la integral se escogieron de acuerdo con los valores inicial y final de
las variables de integracién apropiadas. Utilizando la ecuacién de la trayectoria circular (y
escogiendo el signo correcto del radical de acuerdo con el cuadrante en el que se esté traba-
jando), tenemos

0.8 0.6
W=-2 V1—x2dx -2 V1—y*dy—0
1 0
;108 0.6
=ﬁ[x 1 —x24sen” x] -[y 1—_\,-'2—{—5311")1}0
1

= —(048 +0927 —0—1.571) - (048 +0.644 —0—0)
= —0.961]

EJEMPLO 4.2

Encontrar de nuevo el trabajo que se requiere para llevar una carga de 2C de B a A en el mis-
mo campo, pero en esta ocasion utilizando la trayectoria en linea recta de B a A.

Solucién. Primero se determinan las ecuaciones de la linea recta. Cualquier par de las siguien-
tes tres ecuaciones para los planos que pasan a través de la linea son suficientes para definirla:



4.2 Laintegral de linea

YA — ¥B

Y — Np= T Np)
XA — Xp
ZA — 2B

z—zp=——(y —yp)
YA — ¥B
XA — Xp

X —Xp=—————(f—'2p)
A =N

De la primera de las ecuaciones anteriores tenemos

y=-3(x—1)
y de la segunda
z=1
Asi que:
0.8 0.6 1
W=—2f ydx—2f xdy—4f dz
1 0 1
08 0.6
= - L= W
=6 G- 2]0 (1 3) dy
= —0.96]

Esta es la misma respuesta que se obtuvo utilizando la trayectoria circular entre los mis-
mos puntos y una vez mds se demuestra el enunciado (atin no probado) de que el trabajo
realizado es independiente de la trayectoria tomada si el campo es electrostatico.

Debe notarse que las ecuaciones de la linea recta muestran que dy = —3dx y dx =
—3dy. Estas sustituciones pueden realizarse en las dos primeras integrales anteriores, junto
con un cambio en los limites, obteniéndose la solucién final evaluando las nuevas integra-
les. Este método es normalmente mds sencillo cuando el integrando es una funcién de una
sola variable.

Obsérvese que en las expresiones para dL en los tres tipos de sistemas de coordenadas
se deben utilizar las diferenciales de longitud obtenidas en el primer capitulo (rectangular
en la seccién 1.3, cilindrica en la seccién 1.8 y esférica en la seccién 1.9):

(6)
(7)
(®)

La relacion que guardan las diversas variables en cada expresion las determina la ecuacién
especifica de la trayectoria.

Como tltimo ejemplo ilustrativo de evaluacion de la integral de linea, se considerarén va-
rias trayectorias tomadas cerca de una linea de carga infinita. La expresion del campo ya se ha
obtenido varias veces antes y se sabe que solo tiene componente en la direccién radial,

PL

E=Ea,= m2neop

a,
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CAPITULO 4 Energiay potencial

o =
P4 &

e i
_ /Lj‘nea infinita

de carga p;

dL=p, dpa,

a) b)

Figura 4.2 a) Una trayectoria circular y b) una trayectoria recta radial a lo largo de las
cuales una carga Q es trasladada en el campo creado por una linea de carga infinita.
Ningun trabajo se realiza en el primer caso.

Se calculard primero el trabajo realizado al mover una carga positiva Q a lo largo de
una trayectoria circular de radio p,, centrada en la linea de carga como lo ilustra la figura
4.2a. No vale la pena siquiera tomar un ldpiz, se ve inmediatamente que el trabajo debe ser
nulo porque la trayectoria es siempre perpendicular a la direccién de la intensidad de cam-
po eléctrico o, dicho de otra forma, la fuerza ejercida en la carga forma siempre un dngulo
recto con la direccién en la cual se estd moviendo. S6lo como prictica se realizaré la inte-
gracién para obtener la solucion.

Se seleccionan las coordenadas cilindricas para expresar el elemento diferencial dL y la tra-
yectoria circular requiere que dp y dz sean ceto, asi que dL. = p, d¢ a 5 El trabajo es, entonces,

W:—Qfﬁml P —a,-prdpay
nicial 27760.9

2
= S b, ey
Q_/ 2.Tt€ a8, =0

Si ahora la carga se mueve de p = a a p = b a lo largo de una direccién radial (figura
4.2b), resulta dL. = dpa,y

final
PL pL_dp
W:—Qf a,- dpa,,:-Qf —

inicial 2:"760 27!'60 Y

2mey a

Como b es mayor que a, In(b/a) es positivo, y se observa que el trabajo realizado es ne-
gativo, esto indica que el agente externo que interacciona con la carga recibe energia al no
permitir que se acelere.

Uno de los errores mas frecuentes que se comete al evaluar la integral de linea es utili-
zar demasiados signos negativos cuando una carga se mueve en la direccién en que decre-
cen los valores de alguna de las coordenadas. Esto ya se toma en cuenta completamente en
los limites de la integral y no tiene por qué haber confusién, ni intentar cambiar el signo de
dL. Sup6ngase que se traslada Q desde b hasta a (figura 4.2b). Adn tenemos dL. = dpa ¥




4.3 Definicién de diferencia de potencial y potencial

el cambio en la direccién queda autométicamente incluido con sélo tomar p = b como pun-
to inicial y p = a como punto final,

"o de _ Qpy b

W=— =
b 27E€Y p 2wey  a

Este resultado es el negativo de la solucién anterior e indudablemente es correcto.
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4.3 Definicion de diferencia
de potencial y potencial

Ahora todo queda listo para definir un nuevo concepto a partir de la expresion para el tra-
bajo que realiza un agente externo al mover una carga 0 de un punto a otro en un campo
eléctrico E, “Diferencia de potencial y trabajo”

De la misma manera que se definié a la intensidad de campo eléctrico como la fuerza
por unidad de carga, se define ahora la diferencia de potencial V como el trabajo que se rea-
liza (por un agente externo) al mover una unidad de carga positiva de un punto a otro en un
campo eléctrico,

®)

Se debe llegar a un acuerdo sobre la direccién del movimiento utilizado para que coin-
cida con el lenguaje, y esto se logra estableciendo que V, , significa la diferencia de poten-
cial entre los puntos A y B y es el trabajo realizado al mover una carga unitaria desde B
(mencionada en segundo lugar) hasta A (mencionada en primer lugar). Asi, al determinar

V, - B es el punto inicial, y A el punto final. La razén de esta definicién peculiar serd com-

| lNustraciones I




CAPITULO 4 Energiay potencial

prendida mds adelante, cuando se vea que al punto inicial B se le asocia normalmente un
punto al infinito, mientras que el punto final A representa la posicién fija de la carga; por lo
tanto, el punto A es de naturaleza mds significativa.

La diferencia de potencial se mide en joules por coulomb, de lo cual se define el volt,
la unidad mds cominmente utilizada y cuya abreviatura es V. Por consiguiente, la diferen-
cia de potencial entre los puntos A y B estd dada por

(10)

donde V,, es positivo si se realiza trabajo cuando la carga se mueve de B a A.
En el ejemplo de la linea de carga de la seccién anterior encontramos que el trabajo rea-
lizado al desplazar una carga Q desde p = b hasta p = a era

Por lo anterior, la diferencia de potencial entre los puntos p =ay p = b es

w Pr b
Vab = —=—In- 11
2 0 2wy a ()
Se puede comprobar la validez de la definicién determinando la diferencia de potencial
entre los puntos A y B localizados a las distancias r, y r, medidas radialmente desde una

carga puntual Q positiva. Escogiendo el origen en Q,

E = E, a, Q
4meyr?
y
dL =dra,
se tiene
A T4 1 1
VAB=_f E.4L=—f Q,dr: Q(—~—*) (12)
B s 43‘!’60!“' 471'60 Fa re

Si ry > r,, la diferencia de potencial V,, es positiva, lo que indica que el agente exter-
no gasta energia para llevar una carga positiva de r, a r,. Esto concuerda con la imagen fi-
sica que muestra a dos cargas similares repeliéndose mutuamente.

A veces es conveniente hablar del potencial o potencial absoluto de un punto, mas que
de la diferencia de potencial entre dos puntos. Esto sélo significa medir la diferencia de po-
tencial de cada punto con respecto a un punto especifico de referencia y que se considera
como un potencial igual a cero. Debe llegarse a un acuerdo acerca de la referencia cero si
se quiere que el potencial tenga un significado claro. Una persona que con una mano toca
las placas deflectoras de un tubo de rayos catédicos, localizados en “un potencial de 50 V”,
y que con la otra toca el cdtodo estaria probablemente demasiado agitada por el “toque” re-
cibido como para darse cuenta de que el catodo no es la referencia cero, sino que todos los
potenciales del circuito cominmente se miden con respecto a la caja metélica que rodea al
tubo. El cdtodo podria ser de varios miles de volts mas negativo con respecto a tal cubierta.

Quiza el punto de referencia cero mds utilizado para las medidas tanto experimentales
como fisicas es la “tierra”, término con el que se denota el potencial de la regi6n superficial
de la Tierra misma. Teéricamente, se acostumbra representar esta superficie por medio de
un plano infinito con potencial cero, aunque en problemas a gran escala, como los relativos
a la propagacion de sefiales a través del océano Atlantico, se requiere que la superficie sea
esférica con un potencial cero.



4.4 El campo de potencial de una carga puntual

Otro “punto” de referencia muy utilizado es el infinito. Generalmente aparece en proble-
mas tedricos en los que se modelan situaciones fisicas en las que la Tierra esta relativamente
lejos de la regioén cuyo estudio interesa; ejemplos de este tipo es el campo estatico cerca de la
punta del ala de un aeroplano que ha adquirido carga al volar a través de una tormenta o el
campo en el interior de un dtomo. En el caso del campo de potencial gravitacional cercano a
la superficie de la Tierra, la de referencia cero se toma generalmente al nivel del mar; sin em-
bargo, para una mision interplanetaria resulta méas conveniente localizarlo en el infinito.

En ciertas ocasiones, cuando existe simetria cilindrica y el infinito resulta inconvenien-
te, puede utilizarse una superficie cilindrica con radio definido como referencia cero. En un
cable coaxial se elige el conductor externo como el potencial de referencia cero. Por otro la-
do, existen numerosos problemas especiales en los cuales es necesario seleccionar como su-
perficie de potencial cero un hiperboloide de doble hoja o una esfera achatada; sin embargo,
este tipo de problemas no debe preocupar por el momento.

En resumen, si el potencial en el punto A es V, y en B es V,, entonces

(13)

en la cual necesariamente V, y V, deben medirse con respecto al mismo punto de potencial
de referencia cero.

4.4 EIl campo de potencial
de una carga puntual

En la seccion anterior se encontro la expresion (12) para la diferencia de potencial existen-
te entre dos puntos localizados en r = r, y r = r, en el campo de una carga punto Q loca-
lizada en el origen,

| 1
VA8=£(——*)=VA“V3 (14)

ra L

Se supuso entonces que los dos puntos pertenecian a la misma linea radial o que tenian
las mismas coordenadas 6 y ¢, permitiendo asi establecer un camino simple sobre dicha ra-
dial para llevar la carga positiva. Debemos preguntarnos ahora si en los diferentes valores
de 6 y ¢ para las posiciones inicial y final afectardn la respuesta, y también si podemos
escoger trayectorias mas complicadas entre los dos puntos sin que existan cambios en los
resultados. Se resolverdn ambas preguntas simultineamente escogiendo dos puntos cuales-
quiera A y B (figura 4.3), localizados a distancias radiales r, y rp, y cualquier valor para las
otras coordenadas.

La diferencial dL de longitud de la trayectoria tiene componentes r, @ y ¢, en tanto que
el campo eléctrico sélo tiene en la direccién radial. Utilizando el producto punto resulta

& A 1 1
Vf,3=—f Era'rz—f Q.,dr: Q(———)
iy ry dEQr* dmeg \ra rp
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Trayectoria =..

® B(ry. g, @p)

s

1 o

Figura 4.3 Una trayectoria cualquiera entre los puntos B y A del campo
de una carga puntual Q localizada en el origen. La diferencia de potencial
V., €s independiente de la trayectoria seleccionada.

Se obtiene la misma respuesta, con lo que se demuestra que la diferencia de potencial
entre dos puntos, en el campo que produce una carga punto, depende solamente de la dis-
tancia de cada punto a la carga y no de la trayectoria en particular utilizada para mover la
carga unitaria de un punto a otro.

¢C6mo se podria definir convenientemente un potencial con referencia cero? La posi-
bilidad mas sencilla es hacer que V = 0 en el infinito. Si alejamos el punto r = ry hasta el
infinito, el potencial r, se convierte en

0

A —_
dmegra

0, como no existe razén para identificar a este punto con el subindice A,

(15)

Esta expresién define el potencial en cualquier punto ubicado a una distancia » de una
carga punto Q situada en el origen, tomando como referencia cero al potencial en un punto
cuya distancia a la carga sea infinito. Considerando la interpretacion fisica, puede decirse
que Q/4me,r joules de trabajo se necesitan para transportar una carga de 1 C desde el infi-
nito a cualquier punto que se encuentre a r metros de la carga Q.

Un método para expresar convenientemente el potencial sin tener que definir una refe-
rencia cero consiste en identificar otra vez r, como r y haciendo Q/4mer, una constante.
Entonces se tiene que

ve_2

= +C; (16)
4megr

y C, se puede escoger de tal forma que V = 0 para cualquier valor de r. También es posible
seleccionar la referencia cero de una manera indirecta eligiendo V como V, para r = ry.

Se debe observar que la diferencia de potencial entre dos puntos no es una funcién de C;

La ecuacién (15) o la (16) representan el campo de potencial de una carga puntual. El
potencial es un campo escalar y no involucra ningiin vector unitario.

Ahora puede definirse la superficie equipotencial como la superficie que componen to-
dos aquellos puntos cuyo potencial tiene el mismo valor. No es necesario realizar ningiin



4.5 Elcampo de potencial de un sistema de cargas: propiedad conservativa

trabajo para mover una carga sobre una superficie equipotencial, ya que por definicién no
hay diferencia de potencial entre cualquier par de puntos situados en la superficie.

Las superficies equipotenciales en el campo de potencial de una carga puntual son es-
feras centradas en la carga puntual.

Si se inspecciona la forma del potencial campo de una carga punto se observa que es
un campo que varfa inversamente con la distancia, mientras que la intensidad del campo
eléctrico lo hace inversamente al cuadrado de la distancia. Un resultado similar ocurre con
el campo de fuerza gravitacional de una masa puntual (fuerza que varia inversamente con la
distancia). La fuerza gravitacional que ejerce la Tierra sobre un objeto a un millén de km de
ella es cuatro veces mayor a la ejercida sobre el mismo objeto a una distancia de dos millo-
nes de km. Sin embargo, la energia cinética que adquiere un cuerpo que cae libremente em-
pezando desde el “final” del Universo, con velocidad inicial cero, es solamente dos veces
mayor cuando llega a un millén de km de distancia que cuando se llega a dos millones de
km de la Tierra.

4.5 EI campo de potencial de un sistema
de cargas: propiedad conservativa

El potencial en un punto se definié como el trabajo realizado al llevar hasta €l una unidad
de carga positiva desde el punto de referencia cero. Existen indicios de que este trabajo, y
por ende el potencial, es independiente de la trayectoria tomada. Si no ocurriera asf, el po-
tencial no serfa un concepto tan util.

Ahora se demostrard esta afirmacion. Para lograrlo se comenzard con el campo de po-
tencial de una carga puntual, para el cual ya se ha demostrado, en la seccién anterior, la in-
dependencia del trabajo con respecto a la trayectoria, tomando en cuenta que el campo es
lineal con respecto a la carga, y que, por lo tanto, la superposicion es aplicable. En conse-
cuencia, se concluird que el potencial de un sistema de cargas tendrd un valor en cualquier
punto que es independiente de la trayectoria empleada para llevar la carga de prueba hasta
ese punto.

Por lo tanto, el campo de potencial de una carga punto, Q,, localizada en r,, involucra
s6lo la distancia [r — r,| desde Q| hasta el punto r donde se requiere establecer el valor del
potencial. Si se elige el punto de referencia de potencial cero en el infinito, se tiene

Oy

- 4meglr — 1|

Vir)

El potencial debido aldos cargas, Q, enr,y Q, en r,, serd funcién solamente de [r — r,| y
Ir —r,|, las| distancias de Q, y Q,, respectivamente, al punto en el cual se desea cono-
cer el campo

O 0>

+
4JTEQ|I‘—I'1| 4n60|r—r3|

Vir) =

llustraciones
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Si se continia afiadiendo cargas, se encuentra que el potencial debido a n cargas puntuales es

Ql QZ er

V()= + cor o ——————
® dreglr — vy  dmelr — 1| et 4reglr —
0
. Qﬂl
V() = I
(r) ; 4meplr — ryl ¢t

Si ahora se considera que cada carga puntual puede representarse por un pequefio elemento
de una distribucién de carga volumétrica continua p Av, entonces se tiene

Pu(r)Av, pum)Av, () Av,
dmeglr — 11|  dmelr — 1y 4reglr — 1,

V)=

En el limite, cuando el nimero de elementos tiende a infinito, se obtiene la expresién
integral

pu(r)dv’
1% - o st 18
® ./:ol dmeplr — | e

Se ha avanzado una buena distancia desde que se comenzé con el campo de potencial
creado por una sola carga puntual y seria conveniente hacer un alto y examinar (18) para re-
frescar la memoria sobre el significado de cada término. El potencial V(r) estd determinado
respecto de una referencia cero en el infinito y es la medida exacta del trabajo realizado al
traer una unidad de carga desde el infinito hasta el punto r en donde se requiere conocer el
valor del potencial. La densidad de carga volumétrica p (r') y el elemento diferencial de vo-
lumen dv' se combinan para representar una cantidad diferencial de carga p (r')dv' locali-
zada en r'. La distancia |r — r’| es la distancia entre la fuente puntual de carga y el lugar en
el que se desea medir el potencial. La integral es una integral miltiple (de volumen).

Si se trata de una distribucién lineal o superficial de carga, la integracion se realiza a lo
largo de la linea o sobre la superficie involucrada:

V(r) = f _pr)dL’” (19)
4megr — /|
ps(r')dS’
oo (Ol it 2
F f_g4ﬂ'€0il‘ Y e

La expresion més general para el potencial se obtiene combinando (17), (18), (19) y (20).
Estas expresiones integrales del potencial, en términos de la distribucién de carga, se
pueden comparar con expresiones similares para la intensidad de campo eléctrico, tal como

la (18) de la seccién 2.3:
() dv’ -r
E(l'):f p( ) Y = r
vol 4T €g|r — I'|* |r — 1’|

De nuevo se observa que el potencial cambia inversamente con la distancia, y que la in-
tensidad del campo eléctrico lo hace inversamente al cuadrado de la distancia. Y que este
tiltimo es, por supuesto, un campo vectorial.

La forma en que se utiliza una de estas integrales para el potencial se ilustra determi-
nando el campo V en el eje z debido a una distribucion con densidad de carga lineal p,, en
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¥

Figura 4.4 El campo de potencial de un anillo que tiene
una densidad de carga lineal uniforme se obtiene facilmente
de V= [p (r)aL'/(4neyr — r']).

forma de anillo con radio p = a, y contenido en ¢l plano z = 0, como lo muestra la figura 4.4.

Si se trabaja con (19), se tiene que dL' = ad¢’, r = za, r'= aa =Va+ 2 .Y
i [ pradd’ pa
0 4dmegvat+72  2epvat+ 72

En resumen, con la referencia cero en el infinito se tiene lo siguiente:

1. El potencial debido a una carga puntual es el trabajo requerido para trasladar una uni-
dad de carga positiva desde el infinito hasta el punto en el cual se desea conocer el po-
tencial. Ademds, el trabajo es independiente de la trayectoria seleccionada.

2. El campo de potencial debido a cierto nimero de cargas puntuales es la suma de los
campos de potencial individuales que cada una de ellas produce.

3. El potencial en un punto debido a cierto niimero de cargas puntuales o a una distribu-
ci6n de carga continua puede encontrarse desplazando una unidad de carga desde el in-
finito hasta el punto en cuestién a lo largo de cualquier trayectoria que se escoja.

En otras palabras, la expresion del potencial (con la referencia cero en el infinito),

A
VA=—f E-dL

oc

o la diferencia de potencial,
) A
VAB=VA_VB=_f E-.dL
B
no dependen de la trayectoria escogida para evaluar la integral de linea, cualquiera que sea
la fuente productora del campo E.
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Este resultado se establece frecuentemente de una manera mds concisa tomando en
cuenta que no se realiza trabajo cuando una carga se lleva por cualquier rrayectoria cerra-
da, es decir,

(21)

Se traza un pequeiio circulo sobre el signo de la integral para indicar que la trayectoria
es cerrada. Este simbolo también aparecié en la expresion de la ley de Gauss, en donde se
utiliz6 una superficie cerrada para la integracién.

La ecuacidn (21) es verdadera para campos esfdticos, pero como se vera en el capitulo
10, Faraday demostr6 que resulta incompleta cuando estd presente un campo magnético que
varia con el tiempo. Una de las mayores contribuciones de Maxwell a la teoria electromag-
nética fue demostrar que un campo eléctrico que varfa con el tiempo produce un campo
magnético, por lo que debe esperarse que la ecuacién (21) resulte incorrecta cuando E o H
varien con el tiempo.

Fijando la atencién tinicamente en el caso de un campo estético E que no cambia con
el tiempo, se considerara el circuito de cd de la figura 4.5. Se han marcado dos puntos, A
y B, y la ecuacién (21) afirma que no se realiza trabajo para mover una unidad de carga
desde A hasta B pasando por R, y R, y luego de regreso hasta A pasando por R, o dicho
de otra manera, la suma de las diferencias de potencial a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada es cero.

La ecuacién (21) resulta ser, por lo tanto, una expresiéon mas general que la ley circui-
tal de Kirchhoff para voltajes. Es mds general en cuanto a que se puede aplicar a cualquier
region donde exista un campo eléctrico y no se restringe a un campo convencional compues-
to de alambres, resistencias y baterias. La ecuacion (21) debe corregirse antes de que se pue-
da utilizar para campos que varien con el tiempo. Se tendra el cuidado de hacerlo en los
capitulos 10 y 13, en donde se estard en posibilidad de establecer la forma general de la ley
de voltajes de Kirchhoff para corrientes y voltajes que varien con el tiempo.

Cualquier campo de fuerza que satisface una ecuacion de la forma de (21), es decir, en
donde una integral de linea cerrada dentro del campo es cero, se le llama campo conserva-
tivo. El nombre se origina en el hecho de que no es necesario realizar trabajo (la energia se
conserva) a lo largo de una trayectoria cerrada. El campo gravitacional es conservativo, por-
que cualquier energfa invertida en mover (elevar) un objeto en contra de €l se recupera com-

A

. % j
R, Ry

.
B
Figura 4.5 Un problema sencillo con un circuito cd que

debe resolverse considerando fE - dL = 0 como la ley
circuital de Kirchhoff para voltajes.
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pletamente cuando el objeto regresa (baja) a su posicion inicial. Un campo gravitacional no
conservativo podria solucionar nuestros problemas de energia para siempre.

Dado un campo no conservativo, es posible que la integral de linea sea cero para algu-
nas trayectorias cerradas. Por ejemplo, considérese el campo de fuerzaF =senm pa & Alo
largo de una trayectoria circular de radio p = p,, se tiene dL. = p d¢ a o Y

bl 2
%F-dL:f sennga,p-pldqba(b:f prsenmp de
0 0
= 2mp; sen mp;

La integral es cerosi p, = 1,2,3, .. ., etc., pero no para todos los valores de p,; es de-
cir, para la mayoria de las trayectorias cerradas. El campo dado es, por tanto, no conserva-
tivo. En un campo conservativo la integral de linea a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada se debe anular.

4.6 Gradiente de potencial

Se tienen ahora dos métodos para determinar el potencial, uno se calcula directamente de la
intensidad de campo eléctrico por medio de una integral de linea, y el otro a partir de la dis-
tribucién de carga, evaluando una integral de volumen. Ninguno de ambos métodos es ttil pa-
ra la determinacion de los campos en la mayoria de los problemas précticos, porque, como se
vera después, la intensidad de campo eléctrico y la distribucién de carga son, por lo general,
desconocidos. La informacién preliminar con la que se cuenta consiste principalmente de la
descripcion de las superficies equipotenciales, como decir que se tienen dos placas paralelas
conductoras de seccion circular a potenciales de 100 V y —100 V. En un caso asi, es posible
que se quiera encontrar la capacitancia entre los dos conductores o la distribucion de carga y
de corriente sobre los mismos, puesto que esto permite calcular pérdidas.

Estas cantidades se obtienen ficilmente, si se sabe cémo, del campo de potencial, por
lo que la meta principal serd encontrar un método sencillo para determinar la intensidad de
campo eléctrico a partir del potencial.

Se tiene ya la relacion general entre estas cantidades por medio de la integral de linea,

(22)

sin embargo, ésta es mucho mds ficil de utilizar en la direccion contraria, es decir, dado E,
encontrar V.

Sin embargo, (22) se puede aplicar a un pequefo elemento de longitud AL a lo largo
del cual E es basicamente constante, y producir un incremento AV en la diferencia de po-
tencial dado por

AV = —E- AL (23)

| Interactivos |




CAPITULO 4 Energiay potencial

Figura 4.6 Un vector incremento de longitud AL se
muestra formando un angulo 6 respecto al campo E,
indicado por las lineas de flujo. No se muestra la fuente que
produce el campo.

En primer lugar, se tratara de ver si es posible determinar con esta ecuacién alguna nue-
va informacién acerca de la relacién de V con E. Considérese una regién cualquiera del es-
pacio, como la que muestra la figura 4.6, en la cual tanto E como V cambian continuamente
de un punto a otro. La ecuacién (23) sugiere que se escoja un incremento vectorial de lon-
gitud AL = AL a, para multiplicar su magnitud por la componente de E en la direccién de
a, (una interpretacién del producto punto) y asi obtener la pequefia diferencia de potencial
entre los puntos de los extremos final e inicial de AL.

Si se escoge la letra # para designar el 4ngulo entre AL y E, se obtiene

AV = —EALcos#

Se desea ahora tomar el limite para considerar la derivada dV/dL. Para esto, es necesa-
rio mostrar que V puede interpretarse como una funcién V(x, y, z). Hasta el momento, V no
es mas que el resultado de la integral de linea (22). Si se supone un punto inicial especifico
o punto de referencia de potencial cero y se le asignan al punto final las coordenadas (x, y, z),
se sabe que el resultado de la integracién tendrd que ser una funcién que depende solamente
del punto final (x, y, z) dado que E es un campo conservativo. Por lo tanto, V es una funcién
univalente V(x, y, z). Se puede proceder a tomar el limite y entonces obtener

dv
R = —Ecosé

¢Qué direccion debe tener AL para obtener un valor maximo de AV? Recuérdese que E
tiene un valor definido en el punto en el cual se estd trabajando e independiente de la direc-
cién de AL. La magnitud AL también es constante y nuestra variable es a,, el vector unita-
rio que muestra la direccién de AL. Es evidente que el incremento maximo positivo del
potencial, AV__ , ocurre cuando cos 6 es —1, o sea, cuando AL apunta en la direccién opues-
ta al campo E. Con esta condicion se tiene

dv

ikl =5
dL

max




4.6 Gradiente de potencial
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Figura 4.7 Un campo de potencial se muestra mediante sus
superficies equipotenciales. En cualquier punto, el campo E es
normal a la superficie equipotencial que pasa a traves de ese
punto y se dirige hacia las superficies mas negativas.

+10

Este pequefio ejercicio sirvid para mostrar dos caracteristicas de la relaciénentre Ey V
para cualquier punto:

1. La magnitud de la intensidad del campo eléctrico estd dada por el mdximo valor de la
razon de cambio del potencial con respecto a la distancia.

2. Este valor mdximo se obtiene cuando la direccion del incremento de distancia es opues-
ta a E, o dicho con otras palabras, la direccion E es opuesta a la direccién en la cual el
potencial aumenta mas rapidamente.

Ahora se ilustraran estas relaciones en términos del potencial. Supéngase que la figura 4.7
muestra la informacién obtenida en relacién con algiin campo de potencial. Dicha informa-
cién la muestran las superficies equipotenciales (indicadas por medio de curvas en el dibujo
bidimensional). Lo que se desea es determinar la intensidad de campo eléctrico en el punto P.
Trazando en varias direcciones un pequefio incremento de distancia AL con origen en P, se
busca la direccién en la cual el potencial cambia (aumenta) con mayor rapidez. De acuerdo
con el dibujo, esta direccion se dirige hacia la izquierda y ligeramente hacia arriba. Tomando
en cuenta la segunda caracteristica, la intensidad de campo eléctrico estd en la direccion
opuesta, es decir, hasta la derecha y ligeramente hacia abajo en P. La magnitud se obtiene di-
vidiendo el tamano del incremento de potencial entre el pequefio elemento de longitud.

Parece razonable suponer que la direccién en la cual el potencial se incrementa m4s ra-
pidamente es aquella perpendicular a las equipotenciales (en el sentido en el que el poten-
cial aumenta), lo cual resulta correcto, ya que si AL estd dirigido a lo largo de una
equipotencial AV = 0, por la misma definicién de superficie equipotencial. Pero entonces

AV=-E-AL=0

y puesto que ni E ni AL son cero, E debe ser perpendicular a AL, o sea, perpendicular a las
equipotenciales.

Puesto que es mds probable que la informacién sobre el potencial de campo se deter-
mine en primera instancia, se describird matematicamente la direccion de AL que conduce
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a un aumento maximo en el potencial, en términos del campo de potencial y no de la inten-
sidad de campo eléctrico. Se empezard llamando a,; al vector unitario normal a la superficie
equipotencial y dirigido hacia los valores mds altos del potencial. De esta manera, la inten-
sidad de campo eléctrico puede expresarse en términos del potencial como

dv

E=——
dL max

ay (24)

en donde se muestra que la magnitud de E estd dada por la mdxima variacién espacial de V
y que la direccion de E es normal a la superficie equipotencial (en el sentido en que dismi-
nuye el potencial).

Como dV/dL| , ocurre cuando AL estd en la direccién de a,, se puede poner de mani-
fiesto este hecho por medio del cambio de notacién

dv _dav
dL| . dN
y escribir que
dv
E= —ﬁa;\: (25)

Las ecuaciones (24) y (25) resultan adecuadas para proporcionar una interpretacion fi-
sica del proceso y asi encontrar la intensidad de campo eléctrico a partir del potencial. Am-
bas describen un procedimiento general y no es conveniente utilizarlas directamente para
obtener informaci6n cuantitativa. Este procedimiento que lleva de V a E no se aplica tinica-
mente para este par de cantidades eléctricas; también aparece relacionado con un escalar y
un campo vectorial en hidraulica, termodindmica y magnetismo y, de hecho, se presenta en
casi todos los temas en los que se aplica el anélisis vectorial.

La operacién sobre V mediante la cual se obtiene —E se conoce con el nombre de gra-
diente; la definicién del gradiente de un campo escalar 7 estd dada por

(26)

en donde a, es un vector unitario normal a las superficies equipotenciales, y cuyo sentido
es aquel en el que se aumentan los valores de T.
Si se utiliza esta nueva terminologia, la relacién entre V'y E se puede expresar como

27

Puesto que ya se ha demostrado que V es sélo funcién de x, y y z, se puede tomar su di-
ferencia total

av aV av
dV = —d —dy
0x * ¥ ay P 0z

dz
Pero como también se cumple

dV =-E.dL=—-E;dx—E;dy - E,dz




4.6 Gradiente de potencial

Y dado que ambas expresiones son verdaderas para cualquier dx, dy y dz, entonces

oV
E.r e Smio T
ax
d
Ey, = _"Z'
P d})
aVv
E,=—-
az

Estos resultados se pueden expresar de manera vectorial como

(28)

y comparando (27) y (28) se obtiene una expresién que puede utilizarse para evaluar el gra-
diente en coordenadas cartesianas,

(29)

El gradiente de un escalar es un vector. Desde hace mucho tiempo los exdmenes esco-
lares muestran que los vectores unitarios que se afiaden de manera incorrecta a la expresion
de la divergencia son los que se omiten incorrectamente en el gradiente. Una vez que se cap-
ta que el gradiente, dado por (26), debe interpretarse fisicamente como la maxima razon es-
pacial de cambio de una cantidad escalar y proporcionando la direccion en la que este
mdximo ocurre, la naturaleza vectorial del gradiente se vuelve evidente.

El operador vectorial

a G

a
V= —a;+ —ay+ —a,
dx +8y ? +8z

puede utilizarse formalmente como un operador sobre un escalar, T, VT, produciendo

de donde se observa que

Esto permite usar una expresién muy compacta para relacionar E y V,

E=_-vV (30)

El gradiente se puede expresar en términos de derivadas parciales en otros sistemas de
coordenadas aplicando la definicion (26). Estas expresiones se derivan en el Apéndice A y
se muestran a continuacién por comodidad para cuando se necesiten en problemas que ten-
gan simetria esférica o cilindrica. También aparecen en las paginas finales del libro.

Interactivos
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(31)

(32)

(33)

Obsérvese que el denominador de cada término tiene la forma de una de las componentes
de dL en el sistema de coordenadas respectivas, excepto que una diferencial parcial reem-
plaza a la diferencial ordinaria; por ejemplo, r sen 8 d¢ se convierte en r sen 8 d¢.

Se ilustrard ahora el concepto de gradiente con un ejemplo.

Dado el campo de potencial V = 2x%y — 5z y el punto P(—4, 3, 6), se desea encontrar algu-
nos valores numéricos en el punto P: el potencial V, la intensidad de campo eléctrico E, la
direcci6n de E, la densidad de flujo eléctrico D y la densidad volumétrica de carga p,,

Solucion. El potencial en P(—4, 5, 6) es
Vp =2(—4)’(3) — 5(6) = 66 V

Enseguida se puede utilizar la operacién gradiente para obtener la intensidad de campo
eléctrico,

= —VV = —4xya, — 2x’a, + 5a, V/m
El valor de E en el punto P es
Ep = 48a, — 32a, + 5a, V/m

[Ep| = /482 + (=32)2 + 52 = 57.9 V/m
La direcci6on de E en P la da el vector unitario
ag p = (48a, — 32a, + 5a,)/57.9
= 0.829a, — 0.553a, + 0.086a,
Si se supone que estos campos se encuentran en el espacio libre, entonces
D = ¢E = —35.4xya, — 17.71x*a, + 44.3a, pC/m°

Por Gltimo, se puede utilizar la relacion de la divergencia para encontrar la densidad de car-
ga volumétrica que produce el campo de potencial dado,

p, = V.D = —354y pC/m’
En P, p, = —106.2 pC/m3.
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4.7 El dipolo

El campo producido por un dipolo, que se estudiara en esta seccion, es de gran importancia
puesto que proporciona las bases para entender el comportamiento de materiales dieléctricos
en campos eléctricos, lo cual veremos en partes del siguiente capitulo, asi como la justifi-
cacion para utilizar el método de imdgenes descrito en la seccién 5.5 del siguiente capitu-
lo. M4s atin, este andlisis servird para ejemplificar la importancia del concepto de potencial
presentado en este capitulo.

Un dipolo eléctrico, o simplemente dipolo, es el nombre dado a dos cargas puntuales
de igual magnitud y signo contrario, separadas por una distancia pequefia comparada con la
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Distancia
al punto P

Figura 4.9 g) La geometria del problema del dipolo eléctrico.
El momento dipolar p = Qd esta en la direccion de a,. b) Para
un punto lejano P, R, es esencialmente paralelo a R,, por lo
que R, — R, =d cos @.

distancia al punto P en el cual se desea conocer los campos eléctrico y potencial. La fi-
gura 4.9a muestra un dipolo. La distancia al punto P la describen las coordenadas esféri-
cas r, 0y ¢ = 90°, en virtud de la simetria axial con respecto a z. Las cargas puntuales

positiva y negativa tienen una separacion d y coordenadas cartesianas (0, 0, -;— d)y (0,0,

—_ —‘];Z"d), respectivamente.

Con esto termina la geometria. ;Con qué se debe continuar? ;Se debe calcular la inten-
sidad total del campo eléctrico sumando los ya conocidos campos de cada carga? ; Serd mas
facil calcular primero el campo de potencial? De todas maneras, aun antes de resolver el
problema, ya se sabe que si se encuentra uno, se puede conocer otro.

Si se elige encontrar E primero, se tendrd que seguir la pista a dos componentes en
coordenadas esféricas (por la simetria E, es cero), y la dnica manera de encontrar V a par-
tir de E es por medio de una integral de linea. Este Gltimo paso incluye el establecimiento
de una referencia cero apropiada para el potencial, ya que la integral de linea solamente pro-
porciona la diferencia de potencial entre los puntos inicial y final de la trayectoria.
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Por otro lado, 1a determinacién de V primero representa un problema mucho mds sen-
cillo. Esto se debe a que se puede encontrar el potencial en funcién de la posicién simple-
mente sumando los potenciales escalares de las dos cargas. La magnitud y direccién del
vector E dependiente de la posicién se obtienen con relativa facilidad calculando el gradien-
te negativo de V.

Seleccionando este método més simple, sean las distanciasde Qy —QaPes R, y R,,
respectivamente. El potencial total se puede escribir como

B Q(l 1)_ Q R>— R,
" 4meg\ R, R») 4mey RiR;

Obsérvese que el plano z = 0, a la mitad del camino entre las dos cargas puntuales, es el lu-
gar geométrico de los puntos para los cuales R, = R,, y, por lo tanto, es un plano con po-
tencial cero, al igual que cualquier punto en el infinito.

Para un punto muy lejano con respecto a las cargas R, = R,, y el producto R R, en el de-
nominador se puede reemplazar por 2. Sin embargo, esta aproximacién no debe realizarse en
el numerador, ya que se obtendria la solucién trivial en la que el potencial se aproxima a cero
al alejarnos del dipolo. Sin retirarse mucho del dipolo, en la figura 4.9b se observa que pa-
ra R, — R, puede encontrarse una aproximacién ficilmente, si R, y R, se suponen paralelos,

Ry — Ry =dcosf

El resultado final es, entonces,

(34)
Se observa, como ya se dijo, que el plano z = 0 (6 = 90°) estd a un potencial cero.
Si se utiliza la ecuacion del gradiente en coordenadas esféricas,
av 1aV 1 ¥
E=-VW=~|—a,+ - — e
(ar + 38T Fseno a¢a“’)
se obtiene
E Qd cos o Qdsenb
- 2egrd | 4dmepr? (35)
0
(36)

Estas son las expresiones buscadas para el punto distante del dipolo y obtenidas con
muy poco esfuerzo. Cualquier estudiante que quiera invertir varias horas de trabajo puede
intentar resolver el problema en la direccién contraria. El autor considera que el proceso es
demasiado largo y tedioso para incluirlo, aun con fines didécticos.

Para graficar el campo de potencial se puede escoger un dipolo de forma que
Qd/(4mey) = 1, y entonces cos 0 = V2. Las lineas mds gruesas en la figura 4.10 indican
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Figura 4.10 Campo electrostatico de un dipolo puntual con su momento en la direccion
a,. Seis superficies equipotenciales estan marcadas con los valores relativos de V.

las equipotenciales para las cuales V = 0, +0.2, 404, +0.6, +0.8 y +1, como estéd indicado.
El eje del dipolo es vertical con la carga positiva en la parte superior. Las lineas de flujo del
campo eléctrico se obtienen aplicando los métodos de la seccién 2.6 en coordenadas esféricas,

Eq rdf  sen®
E, dr  2cos®

d
4T o 2cot6db
.

de la cual se obtiene

2
r=C;sen“ 6

Las lineas de flujo (més delgadas) mostradas en la figura 4.10 son para C, = 1, 1.5,2y 2.5.




4.7 Eldipolo

El campo de potencial del dipolo, ecuacién (34), se puede simplificar utilizando el con-
cepto del momento dipolar. Primero se identifica el segmento vectorial dirigido de —Q a
+Q con la letra d, luego se define el momento bipolar como Qd v se le asigna el simbolo
p. De manera que,

(37)
Las unidades de p son C - m.
Como d - a, = d cos 0, se tiene entonces
P-a
V= 38
dregr? (38)
Este resultado puede generalizarse como
_ 1 r—r 5
= aner—rp? r—r| )

donde r determina la localizacion del campo en el punto P, y r’ el centro del dipolo. La
ecuacion (39) es independiente de cualquier sistema de coordenadas.

El momento dipolar p aparecerd de nuevo cuando se analicen los materiales dieléctri-
cos. Dado que resulta de la multiplicacion de la carga por su separacién, ni el momento di-
polar ni el potencial cambiardn cuando Q se incremente y d se disminuya, si se tiene
cuidado de que su producto permanezca constante. El caso limite que produce un dipolo
puntual se logra cuando d tiende a cero y Q a infinito de tal manera que el producto p se
mantenga finito.

Poniendo atencidn a los campos resultantes, es interesante notar que el campo de po-
tencial disminuye con el inverso del cuadrado de la distancia, mientras que la intensidad de
campo eléctrico lo hace con el inverso del cubo de la distancia al dipolo. Cada campo dis-
minuye mds rdpido que el campo correspondiente para una carga puntual, pero esto no es
mas que lo que se esperaria de dos cargas opuestas, que a gran distancia se ven tan juntas
que necesariamente se comportan como una carga puntual de 0 C.

Arreglos simétricos con gran niimero de cargas puntuales producen campos que dismi-
nuyen con ¢l inverso de r elevado a un exponente cada vez mayor. Se les llama multipolos
a estas distribuciones de carga y se utilizan en series infinitas para lograr aproximaciones de
distribuciones de carga mds complicadas.

7 V; 1.58a + 0.29a,
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4.8 Densidad de energia
en el campo electrostatico

Se ha presentado el concepto de potencial considerando el trabajo realizado o la energia uti-
lizada al transportar una carga puntual a través de un campo eléctrico. Ahora es el momen-
to de atar los cabos que quedaron sueltos en el estudio indicando los flujos de energia en
cada paso.

Trasladar una carga positiva desde el infinito a través del campo de otra carga positiva
requiere trabajo; es decir, el trabajo que realiza el agente externo que mueve la carga. Su-
péngase que el agente externo lleva la carga hasta un punto cercano a la carga fija y la man-
tiene ahi. La energia debe conservarse, y la energia utilizada en llevar dicha carga a esa
posicion se ha convertido en energia potencial. Si el agente externo libera la carga, ésta se
acelerard alejandose de la carga fija, adquiriendo energia cinética y la capacidad de realizar
trabajo.

Encontrar la energia potencial presente en un sistema de cargas requiere hallar el traba-
Jjo que realizé el agente externo al acomodar las cargas.

Se puede comenzar visualizando un universo vacio. Trasladar una carga Q| desde el in-
finito a cualquier posicién no requiere trabajo, ya que no hay ningtin campo presente.” Pa-
ra colocar otra carga Q, en algun punto del campo de Q, es necesaria cierta cantidad de
trabajo dada por el producto de la carga Q, por el potencial debido a la carga Q,. Si se re-
presenta este potencial como V, ,, en donde el primer subindice indica la carga colocada, y

2,1’
el segundo, la fuente, esto es, V,, | es el potencial al colocar @, en el campo de @, entonces

Trabajo total de posicionamiento Q; = Q> V>

De manera similar, se puede expresar ¢l trabajo necesario para colocar cada carga adi-
cional en el campo de las ya presentes:

Trabajo total de posicionamiento O3 = Q3V3 1 + Q3Va
Trabajo total de posicionamiento Q4 = Q4 Va1 + Q4Va2 + QaVas

y asi sucesivamente. El trabajo total se obtiene sumando cada contribucién:
Trabajo total de posicionamiento = energia potencial del campo
=Wp=0:Va1 + 03Va1+ Q3Vi2+ Q4Va

+04Vip + QaViz+--- (40)
Si se observa la forma de los términos representativos en la ecuacién anterior,
Qi Q3
Q3V31 =03

47TEQR;3 B Q] 43'1'60[\’31

donde R, y R, representan la distancia escalar entre 0, y O, se observa que en el lado iz-
quierdo también podria haberse escrito Q, V, ;. Si cada término de la energia total se reem-
plaza con su equivalente, se tiene

We=QVia+ O1Vig+ QVos+ OQ1Vig+ Q2Vau+ Q3Vaa+--- (41)

* Sin embargo, alguien en un taller en el infinito ha tenido que realizar una cantidad infinita de trabajo para crear
la carga puntual. ;Cudnta energia es necesaria para unir dos medias cargas que formen una unidad de carga?
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Sumando ambas expresiones de la energia (40) y (41) es posible simplificar un poco el
resultado:
2Weg = i(Vig+Vig+Vig+--)
+@a(Vo,1 + Vo3 + Vau + )
+Q:(Vasi+Vso+Vaa+--0)

Cada suma de potenciales en los paréntesis es el potencial resultante debido a todas las car-
gas, con excepcion de aquella ubicada en el punto donde existe este potencial resultante. En
otras palabras,

Vig+Vig+Via+.--=V
es el potencial en la posicion de O, debido a la presencia de Q,, Q,, . . . Entonces se tiene
m=N
We=3(01Vi+ QaVa+ QsVa+--) =13 0.V, 42)
m=1

Obtener la expresion de la energfa almacenada en una regién en donde existe una dis-
tribucién de carga continua requiere reemplazar cada carga por p dv y la suma se convierte
en una integral,

Wg = %Ll puV dv (43)

Las ecuaciones (42) y (43) permiten encontrar la energia potencial total presente en un
sistema de cargas puntuales o distribuidas uniformemente en un volumen. Estas expresiones
semejantes se pueden encontrar con facilidad para densidades de cargas lineales y superfi-
ciales. En general se prefiere utilizar (43) como representativa de todos los tipos de carga
que pueden encontrarse. Esto puede hacerse siempre que se consideren las cargas puntua-
les, las densidades de carga lineales o superficiales como pequefias regiones con una densi-
dad de carga volumétrica continua. Este procedimiento se ilustrard mediante un ejemplo.

Antes de intentar cualquier aplicacién de este resultado, deben considerarse unos cuan-
tos renglones de andlisis vectorial mds complicados para obtener una expresién equivalen-
te a (43) escrita en términos de E y D.

Para empezar, la expresion (43) se hard un poco més larga. En la primera ecuacion de
Maxwell se sustituye p por su equivalente V - D y se utiliza la siguiente identidad vecto-
rial, que resulta cierta para cualquier funcién escalar de V y la funcién vectorial D,

V.(VD)=V(V-D)+D-(VV) (44)

Esta identidad se puede demostrar desarrolldndola en coordenadas cartesianas. Entonces se

tiene, sucesivamente,
/ (V-D)Vdv
vol

- %[ [V+(VD) = D-(VV)]dv
vol

ST

Wg =1 f o Vdv =
vol
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Por medio del teorema de la divergencia visto en el capitulo anterior, la primera inte-
gral de volumen de la dltima ecuacién puede cambiarse a una integral sobre una superficie
cerrada que envuelve el volumen considerado. Este volumen, presentado por primera vez en
(43), debe contener cada una de las cargas y no deben existir cargas fuera de €l. Si es nece-
sario puede considerarse que la extension del volumen es infinita. Se tiene entonces

Wi = %%(vn).ds — %f D-(VV)dv
S vol

La integral de superficie es igual a cero, puesto que, sobre la superficie cerrada que ro-
dea al universo, V se aproxima a cero cuando menos como 1/r (las cargas parecen una car-
ga puntual desde muy lejos), y D se aproxima a cero cuando menos como 1/72. Por lo tanto,
el integrando se aproxima a cero al menos tan rdpido como 1/7°, mientras que el elemento
diferencial de superficie se parece mds a una porcién de esfera y crece s6lo con r2. En el li-
mite r — 00, el integrando y la integral son cero. Por dltimo, sustituyendo E = —VVen la
integral de volumen restante, se tiene la respuesta,

(45)

Al utilizar esta dltima expresion, se calculard la energia almacenada en el campo elec-
trostatico de una seccion de un cable coaxial, o el capacitor, de longitud L. Con base en la
seccién 3.3 se tiene que

aps
D,=—
Pop
De aqui que
a 1
E= ﬂa,o
€p

en donde p; es la densidad superficial de carga en el conductor interno, de radio a. Por lo tanto,

L p2t pb 2.2 g .2
ap wLap b
o= f ) L egpr e =ty
0 a 0

Este mismo resultado se puede obtener de (43). Si se le asigna al conductor externo co-
mo una referencia de potencial cero, el potencial del cilindro interno es, entonces,

o “a a b
Va=—f Epdp:—-f ﬁa‘,o:ﬁln—
b b €opP €0 a

La densidad superficial de carga pg en p = a puede considerarse como una densidad de
carga volumétrica p = p,/1, que se extiende desde p = a — %rhasta p=a+ %r, donde

t << a. Por lo tanto, el integrando en (43) es cero en cualquier regién entre los cilindros
(donde la densidad de carga volumétrica es cero), asi como sobre el cilindro exterior (donde
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el potencial es cero). La integracion se efectiia solamente dentro de la delgada capa cilindri-
ca localizada en p = q,

v patt/2
w5=%f pyVdV =1 ff f £ ""m ~p dp dg dz
VO a-=t/2

de la cual una vez més se obtiene

2 21 b
a*p3inb/a)
€0

Wi =

Esta expresion se puede transformar en una forma mejor conocida, si se toma en cuen-
ta que la carga total del conductor interno es Q = 2malp,. La combinacién de ésta con la
diferencia de potencial V_entre los cilindros conduce al resultado mas familiar

. |
= iQVa

que se conoce como la energia almacenada en un capacitor.

La pregunta de dénde se almacena la energfa en un campo eléctrico aiin no ha sido con-
testada. La energia potencial nunca podra estar restringida a los términos de una localiza-
cién fisica. Alguien levanta un ldpiz, y éste adquiere energia potencial. ;Dénde se almacena
la energia?, ;en las moléculas del ldpiz?, ;entre el campo gravitacional entre el ldpiz y la
Tierra?, ;0 en alglin oscuro y desconocido lugar? La energia en un capacitor, ;se almacena
en las cargas mismas?, ;jen el campo?, ;o donde? Nunca nadie ha ofrecido una prueba que
sustente su opinién particular y el asunto mejor se deja a los filésofos.

La teoria electromagnética, sin mucha dificultad, posibilita aceptar que la energia de un
campo eléctrico o de una distribucién de carga se almacena en el campo mismo; si se toma
(45), una expresion rigurosamente exacta y correcta,

Wﬁz%f D‘Edv
vol

y se escribe en forma diferencial

dWg = 3;D-Edy

dWg
dv

D-E (46)

b f—

se obtiene la cantidad %D - E, que tiene las dimensiones de una densidad de energia, joules
por metro ciibico. Ademds, si se integra esta densidad de energia sobre todo el volumen que
contiene al campo, el resultado es, sin lugar a dudas, la energia total presente, pero en el ca-
so diferencial no existe ninguna justificacion para decidir si es mejor escoger D + E dv co-
mo la energfa almacenada en cada elemento diferencial de volumen dv, o tomando en
cuenta (43), es decir, que la energfa almacenada es ! p V dv. Sin embargo, la interpretacién

fundamentada por (46) es conveniente y seguird siendo utilizada mientras no se pruebe que
sea incorrecta.
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Lecturas complementarias

1. Attwood, S. S., Electric and Magnetic Fields, 3a. ed., Nueva York, John Wiley & Sons, 1949. Con-
tiene un gran nimero de mapas de campos bien dibujados para varias distribuciones de carga, in-
cluyendo el campo del dipolo. No utiliza andlisis vectorial.

2. Skilling, H. H. (Revise las lecturas complementarias del capitulo 3.) El gradiente se describe en
las paginas 19-21.

3. Thomas, G. B, Jr. y R. L. Finney. (Revise las lecturas complementarias del capitulo 1.) La deri-
vada direccional y el gradiente se presentan en las paginas 823-830.

Problemas

4.1 Elvalorde Een P(p=2,¢=40° z=3)estd dado porE = lOOa — ZOOa + 300a_
V/m. Determinar el trabajo incremental requerido para mover una carga cle 20 uC
una distancia de 6 ;um: a) en la direccion de a ; /) en la direccion de a, c) en la di-
reccién de a; d) en la direccién de E; e) en la direccion de G = 2a_— Bay e 4a:.

4.2 Un campo eléctrico estd dado por E = —10e” (sen 2za_+ x sen 2za + 2x cos 2za)
V/m. a) Encontrar E en P(5, 0, 7/12). b) ; Cuénto trabajo se realiza en mover una car-
gade 2 nC a una distancia incremental de 1 mm desde P en la direccién de a,? c) ;de
ay? d) jdea?e) ;de (a, + a + a)?

43 SiE=120a , V/m, encontrar la cantidad de trabajo incremental realizado para mo-

ver una carga de 50 uC una distancia de 2 mm de: a) P(1, 2, 3) hacia Q(2, 1, 4);
b) 0(2, 1, 4) hacia P(1, 2, 3).
4.4 Se ha visto que la energia necesaria para llevar una carga de 4 uC desde el origen

(x, 0, 0) a lo largo del eje x es directamente proporcional al cuadrado de la longitud de
la trayectoria. Si E_ =7 V/men (1, 0, 0), determine £_sobre el eje x como funcién de x.

4.5 Calcular el valor de [, G-dL para G = 2ya_con A(l, —1,2) y P(2, 1, 2) utilizando
la trayectoria: a) segmentos de linea rectos entre los puntos A(1, —1, 2) a B(1, 1, 2)
a P(2, 1, 2); b) segmentos de linea rectos entre los puntos A(1, —1,2)a C(2, —1,2) a
P2, 1, 2).

4.6 Determinar el trabajo realizado en llevar una cargade 2 — uCde (2,1, —1)a (8,2, —1)
en el campo E = ya_+ xa  a lo largo de a) la pardbola x = 2y?, b) la hipérbole
x = 8/(7 — 3y): ¢) la linea recta x = 6y — 4.

47 SeaG = 3xyzax - 2zay. Dado un punto inicial P(2, 1, 1) y un punto final Q(4, 3, 1),
encontrar | G - dL utilizando la trayectoria: a) linea recta: y = x — 1, z = 1; b) pa-
ribola: 6y =x*+ 2, z=1.




4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

Problemas

Dado E = —xa_+ ya, encontrar el trabajo necesario para mover una carga unitaria
positiva en un arco circular centrado en el origen desde x = a hastax=y=a/lV?2.

Una densidad volumétrica de superficie uniforme de 20 nC/m? se encuentra en la su-
perficie de la esfera de radio r = 0.6 cm en el espacio libre. @) Encontrar el potencial
absoluto en P(r = 1 cm, 6 = 25°, ¢ = 50°). b) Encontrar V,, dados los puntos
A(r = 2 cm, 6 = 30°, ¢ = 60°) y B(r =3 cm, 6 = 45°, ¢ = 90°).

Exprese el campo de potencial de una carga lineal infinita ) con la referencia cero
en p= py: b)con V=1V en p=p, c) Puede localizarse la referencia cero en el in-
finito? ;Por qué?

Una densidad de carga de superficie uniforme de 5 nC/m? esti presente en el plano
z = 0, otra densidad de carga de superficie uniforme de 8 nC/m? estd presente en x =0,
z = 4, y una carga puntual de 2 uC en P(2,0,0). Si V=0en M(0, 0, 5), encontrar V
en N(1, 2, 3).

E = 2r/(r* + %%, V/m, en coordenadas esféricas. Encontrar el potencial en cual-
quier punto utilizando la referencia @) V = 0 en el infinito; hHV=0enr=0;¢c)V
=100Venr=a.

Tres cargas puntuales idénticas de 4 pC cada una se localizan en las esquinas de un
tridngulo equildtero de 0.5 mm de lado en el espacio libre. ; Cuénto trabajo debe rea-
lizarse para mover una carga a un punto equidistante de los otros dos sobre la linea
que los une?

Dado un campo electrostitico E = (y + Da_+ (x — 1)a, + 2a_, encontrar la di-
ferencia de potencial entre los puntos a) (2, =2, —1) y (0,0, 0); b) (3,2, —D)y
(—2, =3.4).

Dos lineas de carga uniformes de 8 nC/m, cada una se localizanenx=1,z=2,¥
en x = —1, y = 2 en el espacio libre. Si el potencial en el origen en 100 V, encontrar
Ven P4, 1, 3).

El potencial en cualquier punto del espacio estd dado por la expresion V = (k/p*) cos
(b¢) V/m, donde k y b son constantes. a) ;Dénde se encuentra la referencia de poten-
cial cero? b) Encontrar la intensidad del campo eléctrico vectorial en cualquier pun-

to (p, ¢, 2).

Dos densidades de carga de superficie uniformes de 6 y 2 nC/m? estdn presentes en
p =2y 6 cm, respectivamente, en el espacio libre. Suponer que V=0enp=4cm
y calcular Ven:a) p=5cm; b) p=7cm.

Encontrar el potencial en el origen que produce la linea de carga p, = kx/(x* + a*)
que se extiende & lo largo del eje x desde x = a hasta +oc, donde a > 0. Suponer que
el punto de referencia cero estd en el infinito.

Una superficie anular de 1 cm < p <3 cm, z = 0, tiene una densidad de carga de
superficie no uniforme p_= 5p nC/m?. Encontrar Ven P(0,0,2 cm) si V=0en
el infinito.

Una carga puntual Q se localiza en el origen. Expresar el potencial en coordenadas
cartesianas y cilindricas y utilizar la operacién gradiente en esos sistemas de coorde-
nadas para encontrar la intensidad de campo eléctrico. Puede verificarse el resultado
convirtiéndolos a coordenadas esféricas.
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4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

4.31

4.32

4.33

Sea V = 2x%2% + 3 In(x* + 2y? + 3z%) V en el espacio libre. Evaluar cada una de las
cantidades siguientes en P(3, 2, —1): a) V; b) |V|; ¢) E; d) |E|; e) a,: f) D.

Un determinado campo de potencial estd dado por V = V(r/a) sen 6 en coordenadas
esféricas. Encontrar la carga total contenida dentro de la regién r < a.

Se sabe que un potencial estd dado por V = 80p%¢ V. Suponiendo condiciones en el
espacio libre, encontrar: a) E; b) la densidad de carga volumétrica en p = 0.5 m;
c) la carga total dentro de la superficie cerrada p = 0.6, 0 <z < 1.

La superficie que define la ecuacién x* + y> + z = 1 000, donde x, y y z son positi-
vas, es una superficie equipotencial en la que el potencial es de 200 V. Si |E| = 50
V/m en el punto P(7, 25, 32) sobre la superficie, encontrar E en ese punto.

Dentro del cilindro p = 2, 0 < z < 1, el potencial estd dado por V = 100 + 50p + 150p
sen ¢ V. a) Encontrar V, E, D y p_en P(1, 60°, 0.5) en el espacio libre. b) ;Cudnta
carga se encuentra dentro del cilindro?

Supéngase que se tiene un plano conductor imperfecto de forma cuadrada muy del-
gado de 2 m de lado, ubicado en el plano z = 0 con una esquina en el origen de tal
forma que se localice totalmente dentro del primer cuadrante. El potencial en cual-
quier punto de la placa estd dado por V= —e™ sen y. a) Un electr6n ingresa a la pla-
ca por el punto x = 0, y = 7/3 con una velocidad inicial de cero; jen qué direccién
es su movimiento inicial? b) Debido a colisiones con particulas en la placa el elec-
trén alcanza una velocidad relativamente baja y poca aceleracién (el trabajo que el
campo realiza en ella se convierte en su mayor parte en calor). Por lo tanto, el elec-
tr6n se mueve aproximadamente en linea recta. ;En qué parte el electr6n abandona
la placa y en qué direcci6n se estd moviendo?

Dos cargas puntuales de 1 nC en (0, 0, 0.1) y —1 nC en (0, 0, —0.1) se encuentran en
el espacio libre. @) Calcular V en P(0.3, 0, 0.4), b) Calcular |E| en P. ¢) Supéngase
que las dos cargas forman un dipolo en el origen, calcular V en P.

Utilizar la intensidad de campo eléctrico del dipolo de la [seccién 4.7, ecuacién (36))]
para encontrar la diferencia de potencial entre puntos 6, y 6,, cada uno de ellos te-
niendo las mismas coordenadas r y ¢. (En qué condiciones la respuesta cumple con
la ecuacion (34) para el potencial en 6 7

Un dipolo tiene un momento p = 3a_— 5a_+ 10a_nC - my se localiza en O(1, 2, —4)
en el espacio libre. Encontrar Ven P(2, 3, 4).

Un dipolo para el que p = 10¢,a_ C - m se ubica en el origen. ;Cudl es la ecuaci6n
de la superficie en la que E, = 0 pero E # 0?

Un campo de potencial en el espacio libre se expresa como V = 20/(xyz) V. a) En-
contrar la energia total almacenada dentro del cubo 1 < x, y, z < 2. b) ;Cudl es el va-
lor que se obtendria suponiendo una densidad de energia uniforme igual a la que hay
en el centro del cubo?

a) Utilizando la ecuacién (36), encontrar la energia almacenada en el campo dipolar
en la region r > a. b) ;Por qué no es posible que a se aproxime a cero como limite?

Una esfera de cobre de radio igual a 4 cm contiene una carga total distribuida unifor-
memente de 5 1 C en el espacio libre. @) Utilice la ley de Gauss para encontrar D fue-
ra de la esfera. b) Calcular la energia total almacenada en el campo electrostético.
¢) Utilizar W, = Q%/(2C) para calcular la capacitancia de la esfera aislada.




4.34

4.35

Problemas

Una esfera de radio a contiene una densidad uniforme de carga volumétrica de
N C/m?. Encontrar la energia total almacenada aplicando a) la ecuacién (43); b) la
ecuacion (45).

Cuatro cargas puntuales de 0.8 nC se ubican en el espacio libre en las esquinas de un
cuadrado de 4 cm de lado. a) Encontrar la energia potencial total almacenada. ) Una
quinta carga de 0.8 nC est4 en el centro del cuadrado. Encontrar de nuevo la energia
total almacenada.
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