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Preface

La notion de groupe a été introduite explicitement en mathématiques, au
début du dix-neuviéme siécle. Elle intervient en effet & cetle époque, pour la
premiére fois, dans les travaux relatifs aux équations algébriques, sous forme
de groupes de permutations des racines de ces équations ; il s’agissait donc de
groupes finis. Cest en exploitant cette idée qu’ Evariste Galois obtient en 1832
ses résultats définitifs sur la résolution « par radicaux » des équations polyno-
miales, qui constituent le fondement de ce qu’on développera plus tard sous le
nom de théorie de Galois [44, 68] (*).

A peu prés au méme moment, des groupes sont mis en évidence en géomé-
lrie, notamment, des groupes de symélries de polygones ou polyédres réguliers
(ce sont encore des groupes finis), puis des groupes (finis ou non) de trans-
Jormations du plan ou de Pespace. Ces familles de groupes ainsi que leurs
généralisations et leurs applications seront ultérieurement, & la base, d’une
part, de la théorie de la représentation linéaire des groupes, en particulier des
groupes finis [55, 66], et, d’autre part, de la définition et de I’ étude des groupes
classiques [19, 22].

Ainst, c’est & partir de celte double origine, algébrique et géoméirique,
qu’a été congue, vers la fin du dix-neuviéme siécle, la notion abstraite de
groupe et que, progressivement, a é1é construite la théorie des groupes, dont les
applications et les prolongements dans le reste des mathématiques sont mainte-
nant considérables.

Dans la théorie des groupes, une place importante a été accordée & I’analyse
de la structure des groupes finis, compte tenu des nombreuses interprétations
concrétes qui peuvent en Etre données. Au cours de ces derniéres années, plu-
steurs problémes relatifs aux groupes simples finis ont particuliérement animé

() Les chiffres entre crochets renvoient aux références bibliographiques, p. 369 et s.
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le monde des chercheurs et les résultats décisifs les concernant ont été obtenus
aux alentours de 1980 (3, 17] (v. infra, chap. IV ).

D’une fagon générale, I’ « idée » de groupe s’est avérée extrémement
Jructueuse pour Uensemble des mathématiques, oit elle se retrouve souvent
intimement associée @ des concepts trés divers comme, par exemple, en topologie
algébrique, dans les groupes topologiques, les groupes d’homologie et les
groupes d’homotopie (%), et en géométrie différentielle dans les groupes de
Lie (3).

Par ailleurs, on peut constater que le champ d’application des groupes
a trés largement dépassé le domaine des mathématiques au sens restreint,
en permettant notamment interprétation et Uexplication de nombreux phé-
noménes physiques. C’est ainsi que la théorie de la représentation linéaire
des groupes finis est utilisée & propos de questions lides aux symétries des
cristaux et des molécules, et que les groupes semi-simples (issus des groupes
de Lie) ont été introduits en physique théorique (théorie de la relativité et
mécanique quantique). De méme, la théorie des groupes classiques [19] est
a la base de Pétude des particules élémentaires.

Enfin, les applications des groupes d la théorie des plans d’expérience
en statistique mathématique [20] montrent que, aujourd’hui, la notion de
groupe intéresse toutes les sciences expérimentales (%).

(3) M. Zisman, Topologic algébrique élémentaire, Armand Colin, coll. « U», 1972,
() D. Leborgne, Calcul différentiel et géométriz, pur, 1982.
(%) S. Vajda, The mathematics of experimental design, Londres, Griffin, 1967.



Introduction

Ce livre est tout particulierement destiné aux étudiants (ler
et 2¢ cycle) et aux éléves des classes préparatoires. Il est congu
de maniére & pouvoir étre abordé & un niveau €lémentaire et de
fagon A permettre ultérieurement d’entreprendre I’étude de tout
domaine scientifique nécessitant des connaissances générales sur
les groupes, et, plus précisément, dans le champ méme de la théorie
des groupes, & autoriser I’accés & des études plus approfondies et
plus spécialisées.

Pour permettre & un étudiant de travailler éventuellement seul,
les démonstrations ont été volontairement trés détaillées. A la fin
de chaque chapitre, de nombreux exercices doivent permettre le
contrdle des connaissances acquises, et fournissent Poccasion d’une
ouverture vers certaines applications de la théorie.

Ce volume comprend 9 chapitres qui correspondent, approxima-
tivement, aux niveaux d’études suivants :

Chapitres I a III : 1er cycle des Universités et classe de Mathéma-
tiques supérieures;

Chapitres IV a VI : licence de Mathématiques et classe de Mathé-
matiques spéciales;

Chapitres VII 4 IX : maitrise de Mathématiques.

Nous serons éventuellement amenés a utiliser, deés les premiers
chapitres, les structures d’anneau et de corps qui sont directement
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liées a celle de groupe. Nous en rappelons donc, ci-dessous, les défi-
nitions (elles ne font appel qu’a des notions définies dans le 1er para-
graphe du Chapitre Premier).

Définition (0.1) : On appelle anneau tout ensemble non vide A,
muni de deux lois de composition internes, en général notées ’une
multiplicativement et autre additivement, vérifiant les conditions
suivantes :

(A,) : A est un groupe abélien par rapport 2 I’addition (dont 1’él¢-
ment neutre est noté 0).
(A,) : La multiplication est associative.
(Ag) : La multiplication est distributive & droite et & gauche par
rapport 2 I’addition.
— Un anneau A est dit unitaire sl posséde un élément neutre pour
la multiplication (appelé élément unité et souvent noté 1,).

— Un anneau est commutatif, si la multiplication est commutative.

Définition (0.2) : On appellera corps tout anneau commutatif
et unitaire K, tel que 1x # 0 et dans lequel tout élément non nul
est inversible.

Nous supposons connues les définitions et les propriétés algé-
briques élémentaires des nombres entiers, rationnels, réels et
complexes (voir, par exemple, [11]).



PRINCIPALES NOTATIONS

A et B étant deux ensembles :

A\B = {xeA; x¢ B}
o ensemble vide
f: A — B application de A dans B
x b f(x)
|A] ou card(A) : cardinal de A
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A X B={(x,)); x€A,yeB}
N (resp* N*), 18
Z (respt Z°), 18
Q (resp* Q), 23
R (respt R°*), 23
C (respt C*), 23
Q. 32
R3, 32
z
DR 24
Sg, 25
S,, 25

1 2 ... n
(c(l) () ... c(n))’ 26
Qg, 27
F(n), 33
G désigne un groupe quelcon-
que :
H<G (respt H< G), 30
(), 35

(8>, 35
(x>, 35
o(G) ou |G|, 19
o(x), 36
HK, 37
Z(G), 34
Si G et G’ sont deux groupes :
Hom(G, G'), 41
Im £, 43
Ker f, 43
G ~G', 46
End(G), 41
Aut(G), 47
Int(G), 48
G, X G,, 54
Il G;, 59
{€X
Si H est un sous-groupe de G :

PRy (respt g#), 71
Hx (respt xH), 71

(5). (= ()

[G:H], 76

H<G, 137

G

T 82-137

x =y (mod H), 137
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g(c), 115

A,, 120

D,, 121
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Cq(S), 64
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D(G), 156

D;(G), 157

HCG, 157

O(G), 162
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Q. 179
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Hol(N), 195
long(G), 233
[X,Y], 243
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Gt, 271
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CHAPITRE PREMIER

Structure de groupe

1 — Notion de groupe

A / Loi de composition interne

Définitions (1.1) : Etant donné un ensemble E, on appelle
lot de composition interne sur E toute application de E x E dans E,
ot EXE={(x)); xecE et yeE}.

Supposons E # o et désignons par (E, -} ’ensemble E muni
de la loi de composition définie par ’application :

(%) > x.9.

a) Dans E, laloi - est dite :
associative si, (x.y).z = x.(y.2), quels que soient x, », z dans E;
commutative si, x.y = y.x, quels que soient %, y dans E.

b) S’il existe ¢ € E tel que, quel que soit x € E,

x.e =¢.x =X,

on dit que ¢ est élément neutre dans (E, -).
¢) Si (E, -) possede un élément neutre ¢, alors un élément
x € E est dit symétrisable, s’il existe x’ € E tels que :

X.x=x.x =¢e;

%' est alors appelé symétrigue de x dans (E, -).
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Remarque (1.2) : St un élément neutre e existe dans (E, -), il est
unique et il est son propre symétrique.

En effet, supposons ¢ et ¢; éléments neutres dans (E, -),
¢ élément neutre = ¢;.¢ = ¢;; ¢; €lément neutre => ¢;.¢ = ¢, d’ol1
e =e.

D’autre part, ¢.e = ¢ implique e symétrique de e.

Exemples : Soit N = {0, 1, 2, ...} ’ensemble des entiers naturels
et Zl’ensemble des entiers rationnels (entiers positifs, négatifs ou nul).

Dans N et dans Z les opérations habituelles d’addition et de
multiplication sont des lois de composition internes associatives et
commutatives; 0 et 1 sont, respectivement, élément neutre pour
Paddition et pour la multiplication.

Dans (N, +), aucun élément non nul n’est symétrisable.

Dans (N, X), aucun élément différent de 1 n’est symétrisable.

Dans (Z, +), tout élément est symétrisable (— x est symétrique
de x).

Dans (Z, x), seuls 1 et — 1 sont symétrisables.

B / Groupe

Définition (1.3) : Soit G un ensemble non vide, muni d’une loi
de composition interne définie par : (x,y) b x.y.

On dit que la loi - définit sur G une structure de groupe, ou que
G est un groupe relativement a cette loi, si les trois axiomes suivants
sont vérifiés :
(Gy) : laloi - est associative;
(Gg) : il existe dans (G, -) un élément neutre ¢;
(Gs) : tout élément de (G, -) est symétrisable.

Remarques (1.4) :

1o D’aprés la remarque (1.2), un groupe G a un unique élément
neutre e.

2¢ Dans un groupe G, tout élément x a un unique symétrique x'.
Supposons x’ et x; symétriques de x dans le groupe (G, -).

¥.ox=e= (x".x). % = x;; X% =€=>x . (x.x) =43

la loi - étant associative (axiome (G,)), on a x = x'.
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Définition (1.5) : Un groupe G est dit abélien (1) (ou commutatif )
si la loi de composition interne de G est commutative.

Exemple : (Z, +) est un groupe abélien dont P’élément neutre
est 0. Nous verrons plus loin d’autres exemples de groupes, dont
certains ne sont pas abéliens.

Remarque (1.6) : Pour deux éléments x et y d’un groupe non
abélien (G, -), on a en général x.y # y.x. Cependant, si y =e,
ona x.e = e.x, quel que soit x € G; la commutativité peut donc
étre vérifiée pour certains couples d’éléments.

Définition (1.7) : Dans un ensemble (E, -), on dit que deux
éléments x et y commutent (ou sont permutables) si x.y = y.x.

Par exemple, dans un groupe quelconque (G, -), on a vu que
Pélément neutre commute avec tout élément de G; d’autre part,
pour tout x € G, x et son symétrique x’ commutent.

Définition (1.8) : Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre
fini d’éléments. Dans ce cas, le cardinal de G s’appelle Pordre du
groupe G; il est noté o(G) (ou |G|).

Remarque (1.9) : Par analogie avec les notations utilisées dans
les ensembles de nombres pour les opérations habituelles de multi-
plication et d’addition, la loi de composition interne d’un groupe G
sera couramment notée

« multiplicativement » : (x, %) > xy
ou « additivement » : (x,9) b x 4 ».

Dans le premier cas, xy s’appelle le produit de x et y pris dans
cet ordre; ’élément neutre se note, en général, ¢ ou 1 et s’appelle
Pélément unité du groupe; le symétrique d’un élément x e G
s'écrit x71 et est appelé inverse de x; en abrégé, on dira que le
groupe G est « multiplicatif ».

Dans le second cas, x + y s’appelle la somme de x ety pris dans
cet ordre; I’élément neutre est en général noté 0; le symétrique

(*) Du nom du mathématicien norvégien N. H. Abel (1802-1829).
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de x € G s’écrit — x et est appelé opposé de x; en abrégé, on dira
que le groupe G est « additif ».

C’est la notation multiplicative que nous adopterons pour énoncer et
démontrer les propriétés générales des groupes.

Cependant, selon Pusage, c’est la notation additive qui sera employée
pour Pétude des groupes abéliens (chap. VIII).

C / Régles de calcul dans un groupe

Ces régles sont la conséquence des axiomes (G,), (G;), (Gs).
Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe multiplicatif,
dont I’élément unité est noté e.

a) Produit, dans G, de n éléments x,, x5, ..., x, pris dans cet ordre
(n > 2 dans N). Pour n = 2, x,x, est défini par la donnée de la
multiplication du groupe G. Pour n =3, Paxiome d’associati-
vité (G,) autorise & désigner (x; x,) x5 et x,(xy x3) par un unique
symbole x, x, x; représentant par définition le produit, dans le
groupe G, de x,, x,, x3 pris dans cet ordre.

Pour n > 3, nous allons montrer par récurrence comment, griace
a Paxiome (G,), on peut « supprimer ou mettre des parentheses »
et par suite définir, sans ambiguité, le produit de x,, x,, ..., x,.

Supposons donc 7 > 3; I’hypothése de récurrence est la sui-
vante : pour tout entier r (2 < 7 < n), on peut écrire

xlxz-.- x'= (xlxz..- x‘)(x‘+1x‘+2..- x,),
Vs(l<s<r).

Démontrons alors que, quels que soient les entiers 7 et s tels que
I1<s<r<n ona:

(xl Xg ... xr) (xr+1xr+2 o xn)
= (%3 %3 .. %) (%1 %552 - - %) (1)

Désignons par z le premier membre de (1); Phypothése de récur-
rence implique

Z=[(x1xg ... %) (xe11 %40 %) (K1 %0pn -0 %)
L’application de I’axiome (G,) donne

z = ("1"2 e xo) [(xs+1xa+2 tee xr) (xr+1xr+2 tee xn)]‘
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En réappliquant ’hypothése de récurrence au produit entre
crochets, on obtient

g= (g ee ) (Fax%epn - %),

d’ot I’égalité (1).

Ce résultat autorise la « suppression des parenthéses » dans
Pexpression de z et 2z = x; x, ... x, est par définition le produit,
dans le groupe G, de x,, x,, ..., x, pris dans cet ordre.

b) Puissance n-ieme d’un élément (n 2 1 dans N). Soit x € G;
on pose
xx = x%

(xx) x = x(xx) = #®
et, d’une fagon générale, pour tout » > 1 dans N, 2" est obtenu en

remplagant, pour tout { (1 < i< n), x par x dans x; x5 ... x,.
On en déduit que, quels que soient les entiers positifs m et n,

xm xn — xm+n = x" xm (2)

et @ = 2™ = ("™ (3)
Remarques (1.9) :

I° Si le groupe G n’est pas abélien, pour x et y dans G, on a,
en général

()" # 2" "
Cependant, si x et y commutent, alors
@) =vr...0=2") 4)
et A" Yt =" A"

20 Le calcul du produit d’un nombre quelconque d’éléments
de G, ainsi que de la puissance n-iéme d’un élément, résulte uni-
quement de I'application de Paxiome (G,); ces régles de calcul sont
donc valables dans tout ensemble non vide muni d’une loi de composition
interne associative; un tel ensemble est appelé un demi-groupe.

Un demi-groupe avec élément neutre est un monoide (ou demi-
groupe unitaire). Par exemple, (N, ) et (N, X) sont des monoides;
tout groupe est a fortiori un monoide.
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32 En notation additive, les formules (2) et (3) s’écrivent
respectivement :

mx + nx = (m + n) x (2)
n(mx) = nmx (3"
¢) Rigle de simplification. Dans un groupe G tout élément a est
simplifiable & droite et A gauche, c’est-a-dire que, pour x et y dans G,
Xa=ya >x=3y €t ax=ar =>x-=J.
En cffet, si a ! est Pinverse de aq,
xa =3ya = (xa) a ' = (ya) a=', d’ol x =y;

on justifie de méme la régle de simplification 2 gauche.
On en déduit que, si a et b sont donnés dans G, les équations

ax="5b et ya=1"~
ont chacune une solution unigue dans G, respectivement,

x=a'bh et y=bal
d) Inverse d’un produit.

Remarque (1.10) : Si, pour x € G, il existe x" (resp* x'') dans G

tel que xx’ = ¢ (resp. x”’ x = ¢), alors " = x~! (respt x’' = x71),
En effet,

xx' =e=> M ax') = 51,

mais ¥ Nwx') = (" lx) ¥ =ex' =&

(méme raisonnement avec x’’).
Compte tenu de la remarque ci-dessus, on a, quels que soient x

ct y dans G :
()t =yt (%)
puisque () y a7l =x(p T A7) = =
Remarque (1.11) : Si x et y ne commutent pas, on a
x71y 1 # (x)”'; par contre, st x et y commutent, alors 7! et y~?!
aussi, car, dans ce cas

T =007 = ()T =T
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Par récurrence sur n, on vérifie facilement que pour tout
n> 2 dans N et x;, dans G (1 <7< n),
—1 —1 ,—1 —1
(xl Xg .- xn) =Xy Xy lg e Xy (6)

En particulier, pour xe G, (2")"' = (x"')"* et on écrira :

(xu)—l — x (7)
D’autre part, pour tout x €G, on pose
O =e (8)

On vérifie alors aisément que les formules (2) et (3) sont valables
quels que soient m et n dans Z.

D / Premiers exemples de groupes

Exemple (1.12) : Groupes de nombres.

Nous avons déja signalé que (Z, 4) était un groupe abélien.

Q, R et G désignant respectivement I’ensemble des nombres
rationnels, réels et complexes, (Q, +), (R, +) et (G, +) sont des
groupes abéliens d’élément neutre 0.

Posons Q = Q —{0} et définissons de méme R* et C°;
alors (Q, %), (R’ X) et (G, x) sont des groupes abéliens
d’élément neutre 1. On remarque que (Q, X), par excmple, n’est
pas un groupe, car 0 n’a pas d’inverse dans Q.

Exemple (1.13) : Groupe des classes de congruence de Z, modulo n.

Rappelons tout d’abord qu’étant donné un ensemble non vide E
et une relation binaire # définie dans E on dit que £ est une relation
d’équivalence si & est :

réflexive : x Z x, quel que soit x € E,
symétrique : xZy =y Xx, quels que soient x, » dans E,
transitive : xZy et y#z = x Az, quels que soient x, y, z dans E.

A tout x € E; on assodie alors sa classe d’équivalence modulo & :
clg(x), souvent notée ¥, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible;
avec cette notation :

x={yekE;yZx} e yex < ==
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Les classes distinctes de E modulo %2 forment unc partition
de E; ensemble de ces classes s’appcelle Pensemble quotient de E par
la relation d’équivalence Z, on le note %

E .

Etant donné Ce gp> pour tout xe C, on peut écrire C = x;
autrement dit, tout élément x € C peut étre choisi comme repré-
sentant de la classe d’équivalence C.

Si {x,},c; est une famille de représentants des classes distinctes
de E modulo £, on pourra écrire

E
7= {x;iel}.

Soit n > 0 dans Z. Deux éléments x et y de Z sont dits congrus

modulo nsi x—y estun multiple de ndansZ. Symboliquement, on écrit

x =y (mod n)
et x=y (modn) < 3keZ, x—y=nrFn
L’existence de la division euclidienne dans Z implique que
pour tout x € Z il existe ¢ et r dans Z, tels que
x=ng+r avec 0<7r<n;
donc x=7 oul0<g7r<n
On en déduit que {0,1, ..., 2— 1} forme une famille de repré-
sentants des classes distinctes modulo .

L’ensemble quotient de Z par la congruence modulo r est
z

noté —, d’out :
(n)

Z - -
m={0,1,...,n—l}. (9)
Montrons que la correspondance A définie par
z y z Z
S22
(n) © (n) " (m)

®N b x+y
est une application; il s’agit de prouver que

¥=xety =3=>x 4+ =x+7.

¥ =x < 3AkelZ, x—x=Fn,

Y

ved

¥y =y < 3leZ, Yy —y=In;
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alors (A=xety =))=>x+y—(x+))=E+D)n

done x4+ =x+y.

L’application (%, %) i > x +» définit unc loi de composition
interne dans W’ induite par I’addition du groupe Z.
o St:tte loi est encore notée 4 et quels que soient x, y dans Ok

F+j=x+y
(Z, +) étant un groupe abélien, on vérifie facilement qu’il en est

Z _
de méme de ((_n)’ +); 0 est ’élément neutre de ce groupe;

Popposé d’un élément x est —x = — X. 7
En conclusion (compte tenu de (9)) : le groupe ® des classes

de congruence de Z modulo n est un groupe abélien fini d’ordre n.
Nous verrons plus loin (exemple (2.5)) une autre interprétation de ce

groupe.
Exemple (1.14) : Groupes symétriques.

Soit E un ensemble non vide; notons Sg ’ensemble des permu-
tations de E (c’est-a-dire des bijections de E dans lui-méme). On
sait que si f et g sont deux éléments de Sg, alors fo g € Sg.

La composition des applications est donc une loi de composi-
tion interne dans Sg; or cette loi est associative et si idy; désigne
Papplication « identité » de E, on a :

idgof =foidy =f, pour tout feSg;

de plus, toute permutation f de E admet une application réci-
proque f~! qui est aussi une permutation de E et qui vérifie
Slof =fof ! =idg.

On en déduit que (Sg, o) est un groupe.

Le groupe S est appelé groupe symétrique de E.

Si E={1,2,...,n}, le groupe symétrique S; est noté S,
et s’appclle lc groupe symétrique de degré n.

On sait, d’aprés un résultat d’analyse combinatoire (voir par
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exemple [16]), que le nombre des permutations d’un ensemble
de r éléments est n!; par suite :

S,, est un groupe fini d’ordre n!.

Notations (1.15) : Un élément o6 €S, s'écrit :

= (o) o 1L o)

Ainsi, les 6 éléments de S; pcuvent s’écrire :

_(123 (1 2 3 _(123
£ =\l 2 3)’ “‘_(2 3 1)’ %2~ 13 | 2)
’_(123 (1 238 ’_(123
171 3 2)’ ‘2_(3 2 1)’ BT\2 1 3)‘

Pour c et tdans S, oo+ est appelé produit de = par 6 dans S,
et

coT=(co}r(1) 5021(2) O'o"lr(n))!

ou cgort(i) = of1(i)).

Par exemple, dans S, :

1 2 3 1 2 3
0‘1013=(3 2 l):'fz, Tgo Gy — 1 3 2):1.'1.

On remarque que 'on a 6, 0 73 # 130 6,, donc le groupe S; est
non abélien; on en déduit que, pour tout n > 3, le groupe symétrique S,
est non abélien. En cffet, si n >3, considérons ¢ et v dans S, tels
que les restrlctlons de o et = & {1, 2, 3} soient rcspcctlvcment 6,
et 73 et tels que o(z) = 7(f) =4, pourtout ie{4,...,n}; ona
alors cotT# Too0.

D’une fagon générale, pour tout ensemble non vide E tel que
card E > 2, le groupe symétrique Sy, est non abélien.

) . (1 2 (1 2
Sin=2 S,={e t} ou e-(l 2) et 1:—(2 1).

Le groupe S, est donc abélien et ©* =¢ =1 = 1.

Une étude a'etazllee des groupes symétriques S, sera fmte au chapitre I11.
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Exemple (1.16) : Le groupe des quaternions.

On vérifiera que ’ensemble des 8 matrices ci-dessous, dans
lesquelles 7 est le nombre complexe tel que 2= —1, est un
groupe par rapport 4 la multiplication des matrices carrées d’ordre 2

BT RS |
Co T (L 6

Ce groupe est appelé groupe des quaternions, il se note engénéral Q 4:

~

Qg est un groupe d’ordre 8, non abélien.
Exemple (1.17) : Groupes linéaires. Groupes de matrices.

E étant un espace vectoriel sur un corps commutatif K, on
démontre en algébre linéaire que I’ensemble des automor-
phismes K-linéaires de E est un groupe par rapport a la loi o de
composition des applications.

Ce groupe est appelé groupe linéaire général de E et est noté
GL(E) [23].

Pour tout entier n > 0 et tout corps commutatif K, I’ensemble
des matrices carrées d’ordre n inversibles est un groupe par rapport
a la multiplication des matrices; ce groupe se note GL(n, K) et
est appelé groupe linéaire général des matrices carrées inversibles d’ordre n
sur K [50]; il est non abélien pour r > 2.

E / Table de Cayley d‘un groupe fini

Soit E = {x,, x5, ..., x,,} un ensemble fini de cardinal ». Si
E est muni d’une loi de composition interne notée -, il peut étre
commode, lorsque n n’est pas trop grand, d’écrire les éléments x, x;
dans un tableau carré a n lignes et n colonnes tel qu’a 'intersection
de la i-¢me ligne et de la j-¢me colonne se trouve I’élément x; x;.

Ce tableau s’appelle la « table de Cayley » (%), de I’en-
semble (E, -).

() A. Cayley, mathématicien britannique (1821-1895), ayant le premier suggéré
Pécriture de ces tables.
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La méthode s’applique en particulier dans le cas des groupes
finis; si le groupe est multiplicatif (respt additif), la table s’appclle
table de multiplication (respt d’addition).

Exemple (1.18) :

. Z Z Z
Tables des groupes (additifs) e @
+/0 1 +10 T 2 +|10 1T 2 3
0/0 1 0/0 12 0(0 1 2 3
1|10 1/{1 20 I{1 230
21201 212 301
31301 2

Les trois groupes ci-dessus étant abéliens, chacune des tables
est symétrique par rapport ¢ la diagonale principale du carré (diagonale
nord-ouest, sud-est). Cette symétrie n’existe plus dans le cas d’un
groupe non abélien, tel qu’en particulier S;, dont la table est
écrite ci-dessous en tenant compte des notations (1.15) :

0 e 6y Gy T T Ta

e e o, oy 7 Ty T3

Gy 6y 6y € T3 T Ty

Gy Gy e 6, Ta T, T, (10)
T4 Ty T, T3 ¢ o, Gy

Tg Ty T3 T Gy e 61

T3 Ty T T, oy cy e

Remarques (1.19) :

I°e Un groupe fini peut éventuellement étre défini par la donnée
d’une table de multiplication. Considérons par exemple la table
suivante :

X e a b ¢
e e a b c
a a e c b (11)
b b ¢ e a
¢ ¢ b a e
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L’cxamen de la 1re ligne ct de la Ir¢ colonne montre que
e est élément unité; d’autre part, a® = b%? = ¢® = ¢ implique que
a, b, ¢ sont inversibles et chacun d’eux est égal a son inverse. La
table étant symétrique par rapport a4 la diagonale principale, la
loi de composition considérée est commutative. Il reste a vérifier
que la loi est associative, ce qui, ici, ne présente pas de difficultés;
ainsi la table (11) définit un groupe abélien d’ordre 4.

2° Une table de Cayley dont chaque ligne et chaque colonne
est formée par les mémes éléments dans un certain ordre est
appelée un carré latin [20].

Dans un groupe, quels que soient a et b, on sait qu’il existe
un unique x et un unique y tels que

ax =106 et ya="b;
on en déduit que la table de multiplication d’un groupe fini est toujours
un carré latin; mais la réciproque est fausse, car un carré latin ne

vérifie pas toujours la régle d’associativité.
Considérons par exemple le carré latin :

X e a b c d
e e a b ¢ d
a a e d b ¢ (12)
b b c e d a
¢ ¢ d a e b
d d b c a e

On a (ab)c=dc=a et a(bc) =ad =¢, la table (12) ne
définit donc pas un groupc.

2 — Sous-groupe

Sauf mention contraire, G désigne toujours un groupe multi-
plicatif d’élément neutre e.

A / Notion de sous-groupe. Propriétés élémentaires
Défimition (1.20) : G étant un groupe, une partie non vide H
de G est un sous-groupe de G si
() eHXxH=>xeH (13)
xeH=x1eH (14
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Remarques (1.21) :

le Les conditions (13) et (14) impliquent e € H.

2¢ Tout sous-groupe H d’un groupe G est un groupe relati-
vement 4 la loi de composition induite dans H par celle de G.

32 Un groupe ayant plus d’un élément a2 au moins deux sous-
groupes, G ct le sous-groupe réduit a 1’élément neutre, que ’on
notera (e).

Définition (1.22) : On appelle sous-groupe propre d’un groupe G
tout sous-groupe de G distinct de G.

Dans tout groupe G ayant plus d’un élément, (e) est un sous-
groupe propre.
Notations (1.23) : On écrira :
H < G pour exprimer que H est un sous-groupe de G,
H < G si H est un sous-groupe propre de G.
TutorEME (1.24). Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors H
est un sous-groupe de G si et seulement si
V(%) (%) eH x H =5 eH] (15)

Preuve :
1o Supposons H<G; soit (x, 9) eH X H, alors yeH=3"'eH,
d’apreés (14); par suite
(x,y ) eH X H=>x""1eH, daprés (13);
on en déduit (15).
2¢ Supposons (15) vérifié; soit (x,y) e H X H.
xeH=(x,x)eH x H, dolxx!=¢ceH;
ecHet xeH = (¢,x)eH X H, douex'=xs1eH;
on en déduit que (15) = (14). Par suite,
(%) eHxXxH=>(x,y)eHxH, douayeH,
donc  (15) = (13).
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Remargue : En notation additive, (15) s’écrit :
V(%) [(%y) eH x H = (x—)) eH] (15)

Prorosrrion (1.25).  Soit G un groupe et { H,}, c ; une famille de sous-
groupes de G ; alors, quel que soit Densemble non vide I, [ H, est un
sous-groupe de G. i€l

Démonstration laissée au lecteur.

Remargue (1.26) : En général, U H, n’est pas un sous-groupe de G.

En effet, on peut vérifier, par cxcmple, que dans le groupe (Z, +),

3Z = {3x, xe€Z} et 8Z sont des sous-groupes; or 3 + 8 = 11

et 11 ¢ 3Z v 8Z, donc 3Z U 8Z n’est pas un sous-groupe de Z.
On a cependant le résultat suivant :

ProrosrTion (1.27).  Si, dans un groupe G, { H,}, c 1 est une famille de
sous-groupes totalement ordonnée par Pinclusion, alors U H; est
un sous-groupe de G. i€l

Preuve : Soient x et y dans U H;; il existe j et &£ dans I tels que

xeH; et yeH,. La famllle dcs H; étant totalement ordonnée
par l’mclusmn on a H;c H, ou Hk <€ H,. Plagons-nous, par
exemple, dans le premier cas; on a alors x et y dans H,, d’ot xy™?

dans H, et par suite »~'e U H;. On en conclut, d’aprés le
(€1

théoreme (1.24), que U H; est un sous-groupe de G.
‘€1

B / Exemples de sous-groupes

Exemple (1.28) : Sous-groupe de (Z, ).
Pour tout entier n € N, nZ = {nx; x € Z} est un sous-groupe de Z
et tout sous-groupe de Z est de cette forme.

On vérifie facilement que pour tout n eN, nZ est un sous-
groupe de Z. Montrons que, quel que soit H sous-groupe de Z,
il existe un unique n e N tel que H = nZ.

= (0), H = 0Z; supposons H s (0). Il existe x # 0
dans H; xeH implique —xeH; on en déduit qu’il
existe au moins un entier strictement positif dans H. Posons
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E={xeH;x>0}; E est une partic non vide de N, donc il

existe dans E un plus petit élément z; on en déduit que »Z < H.
D’autre part, soit x € H; supposons x > 0, alors x€E,

donc x > n. La division euclidienne dans Z permet d’écrire :

x=ng+7 avecqetrdansZ et O<7r<n
neH =ngeH, par suite x—ng=rcH.
Orona 0<7<n etn estle plus petit entier positif contenu
dans H, donc r =0 et x enZ; on en conclut que H = nZ.
D’autre part, m et »n entiers positifs et mZ = nZ implique
m = n, d’ol 'unicité de P’entier n tel que H = rnZ.
Exemples (1.29) :
1° Les groupes additifs Z, QQ , R, C sont tels que
Z <Q <R<C (notation (1.23)).
20 Les groupes multiplicatifs Q*, R*, C* vérifient :
Q<R <C.
3081 Q, ={xeQ;x>0}et R, ={xecR;x>0}, on a:
Q. <@, Ri<R et Q. <R;.
Les exemples ci-dessus résultent des propriétés algébriques
élémentaires de Z, Q, R et C.

Exemples(1.30): Soit U ’ensemble des nombres complexes de module 1,
|z| désignant le module de 2z € G, on sait que |zz'| = |z||Z’]
quels que soient z et 2z’ dans G; on vérifie alors facilement que
U est un sous-groupe multiplicatif C:.

D’autre part, pour tout entier n > 0, désignons par U, 'en-
semble des racines n-iéme de Pumité dans C.

) ) ke . 2kmw
Onsaitque U, ={2,,2,...,2, 1} ol z, = cos—— + isin——.
Ona z =1, U,CU et card U, = n; d’autre part, quels

que soient z, et z, dans U, :
(f=let 2 =1) =>(zz)'=1
et 22 =1 = () =1;

par suite, U, est un sous-groupe fini d’ordre n de U, donc de C*.
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Exemple (1.31) : Le groupe linéaire général GL(E) d’un
espace vectoriel E [exemple (1.17)] est un sous-groupe du groupe
symétrique Sg.

Exemple (1.32) : Considérons I’espace vectoriel euclidien R2;
le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R2 étant noté (x| ),
on appelle similitude de R? tout élément u € GL(R2) tel qu’il
existe A, € R} vérifiant :

() |u(9)) =N (x]|»), V(%) eR? X R? (16)
A, s’appelle le rapport & la similitude u.

On démontre [23] que I’ensemble des similitudes de R2 forme
un sous-groupe de GL(R?), noté GO(R?) et appelé groupe des simi-
litudes linéaires de RZ.

Remarque (1.33) :

le La définition du groupe GO(R2) se généralise a celle du
groupe GO(E) des similitudes d’un espace vectoriel euclidien E
de dimension finie quelconque [23].

2° La notion de similitude peut aussi étre envisagée dans le
plan affine euclidien ([14] et [23]) et plus généralement dans un
espace affine euclidien & de dimension finie quelconque, d’ou la
notion de groupe des similitudes affines de & [23].

Exemple (1.34) : Soit P le plan affine euclidien; on désigne
par d(x, y) la distance de deux points x et y du plan P. On appelle
tsoméiree du plan P toute application f: P — P qui conserve les
distances, c’est-a-dire telle que :

V(%) eP X P, d(f(x), f(3)=dxI).

On démontre ([1], exercice 26, chap. Ier) que toute isométrie
est une bijection, donc appartient au groupe symétrique Sp et
que Pensemble #(2) de ces isométries est un sous-groupe de Sy,
appelé groupes des isométries du plan P.

On définit de facon analogue le groupe £(3) des isométries
de Pespace affine euclidien de dimension 3 ([1] et [23]), et plus
généralement on peut considérer le groupe £ (n) des isométries
d’un espace affine euclidien de dimension 7 > 1 quelconque [23].

J+ CALAIS 2
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Exemple (1.35) : Centre d’un groupe.

Soit G un groupe quelconque, posons :
Z(G) ={x€G; xa = ax, VaeG};

Z(G) est 'ensemble des éléments x € G qui commutent avec
tout élément de G. Z(G) est appelé le centre du groupe G et on
vérifie facilement que c’est un sous-groupe de G. On remarque que
Z(G) est un sous-groupe propre de G si et seulement si G est non
abélien.

C / Sous-groupe engendré par une partie non vide d’un groupe

Définition (1.36) : Soient G un groupe et S une partie non vide
de G; désignons par 2’y I’ensemble des sous-groupes de G conte-
nant S et posons

(S»= M1 H

HENs

{S) est un sous-groupe de G (proposition (1.25)) appelé sous-
groupe de G engendré par S.

Remarque (1.37) : Dans D’ensemble des sous-groupes de G
ordonné par l'inclusion, (S est le plus petit sous-groupe de G conte-
nant S.

ProrositioN (1.38). S étant une partie non vide d’un groupe G,
on a:
(8> ={xxp...5,; neN", x,€S ou x71eS, Vi(l<ig<n)} (17)
Preuve : Désignons par H le second membre de (17) et démon-

trons que H = (S). On remarque que tout x de S appartient
a4 H, ot S < H.

Montrons que H est un sous-groupe de G. Considérons
X=12%...%x, et y=29 ..., dans H; alors
T =x% . %0000 o

appartient &4 H. On en déduit que H est un élément de I’en-
semble #5, d’ot (S) < H.
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D’autre part, tout sous-groupe de G contenant S contient
nécessairement tous les éléments de H, par suite H = (S).

Cas particuliers :

1o S = UI H;, ou {H,};c; est une famille de sous-groupes
i€

de G; dans ce cas, x€S < x'eS; par suite
(SY) ={xy x5 ...%,; neN", x, eiEIHi, Va(l<agn)}
(18)
20 S ={x}, xeG; (S) s’écrit alors (x) et
(xy ={x"; neZ} (19)

Pour x =e¢, nous conserverons la notation (¢), & la place
de <e¢) (voir remarque (1.21)).

Remarque (1.39) : Si la loi de composition du groupe G est
notée additivement, les formules (17) et (19) deviennent respec-
tivement :

(S>={Xx; neN, x,eS ou —x€8S, Vi(lgign)}
i-1

(17)

(x> ={nx; nel} (197

Défimitions (1.40) : Soit G un groupe.

1o Si S est une partie non vide de G telle que (S) =G,
on dit que S est une partie génératrice du groupe G, ou que S est
un ensemble de générateurs de G, ou encore que S engendre G.

20 S’il existe x € G tel que (x) = G, le groupe G est dit
monogéne.

Plus généralement, s’il existe une partie non vide et finie de G,
S ={x, x5, ..., x,}, telle que (8> = G, on dit que le groupe G
est de fype fini. Un groupe fini est nécessairement de type fini,
mais la réciproque est fausse (voir exemple (1.42) 19).

Exemple (1.41) : Considérons le groupe symétrique Sg.

S = {¢, 6y, 63, 71, T3, T3} (notations (1.15)).
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La table (10) montre que o? =0, et o} =¢ d'ol
(01> = {01, 09, €}

D’autre part, ;013 = 13, T3o06; = 1;, par suite
Coy, 73> = {0y, 03, T1, T3, T3, €} = S3;

donc {6,, T3} est une partie génératrice de Sg.

Exemples (1.42) :

1o Puisque tout neZ sécrit 141+ ...+ 1 si >0,
(—DH4+—bH+...4+(—1) si n<0 et 0=1+(—1),
Z est un groupe monogéne engendré par 1.

On remarque que Z peut aussi étre considéré comme engendré
par — 1.

z

2°¢ Considérons le groupe @ dont la table d’addition est

explicitée dans ’exemple (1.18); celle-ci permet de montrer que

YA —
le groupe @ est monogéne engendré par 1 et que @ peut aussi
. = Z
étre considéré comme engendré par 3; donc 3 ot un groupe
monogéne fini. 4)

Définition (1.43) : On appellera groupe cyclique tout groupe
monogene fini.

Les groupes monogénes et en particulier les groupes cycliques seront
étudiés en détail au chapitre 111

Définitions (1.44) : Soit G un groupe quelconque et x un élé-
ment de G.

a) Si le sous-groupe de G engendré par x est de cardinal
infini, on dit que x est d’ordre infini dans G.

b) Si le sous-groupe de G engendré par x est fini, on dit que
x est d’ordre fini dans G et le cardinal du sous-groupe (x) s’appelle
Uordre de x dans G; on le note o(x).
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Exemples (1.45) :

1o Dans tout groupe G, I’élément neutre est le seul élément

d’ordre 1.

20 Dans Z, tout élément x # 0 est d’ordre infini.

3¢ Dans le groupe symétrique S;, 7;, 75, T3 sont d’ordre 2
et 6;, 6, sont d’ordre 3 (voir la table (10)).

Remarque (1.46) : Etant donné deux parties non vides X et Y
d’un groupe G, on pose :
XY ={x; (x,5) eX X Y} (20)

si Y=X, on éerit X2 ={xy; (x,0) e X X X}.

Si le groupe G est noté additivement, XY est remplacé par
X 4+ Y ={x+; (%) X x Y} (20')

Cas particuliers :

a) X ={x}, xeG et Y=G; on a alors XY =xG =G,
car x est inversible et on a aussi YX = Gx = G.

b) X =G =Y; alors G2 =0G.

¢) X<G et Y <G; Pexemple ci-dessous montre qu’en
généralon a XY # Y X etni XY, ni Y X ne sont des sous-groupes de G.

En effet, dans le groupe symétrique Sg, posons
H=<(1)>={en} e K=<(1)={e 1}
alors :
HK ={¢, 71, 73, Ty 0 Ty = 01}
et KH = {¢, 11, 13, Tg0 T, = 03}
6, # o5 => HK = KH.
=0, € o,¢ HK; o;'=0, et o ¢ KH,

—3
G,

par suite ni HK, ni KH ne sont des sous-groupes de G.
Cette remarque justifie 'intérét du résultat suivant :

Prorosrrion (1.47). H et K étant deux sous-groupes d’un groupe G,
alors HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
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Preuve :

le Supposons HK < G. Soit x e H et y e K, on peut écrire
yx=(x"1y )
yx est Pinverse d’un élément du sous-groupe HK, donc yx € HK,
d’ou KH < HK.

Soit ze HK, alors 7 'eHK, donc il existe 2’ eH et
¥ eK tels que z'=x"y; parsuite z=3)"1x"!'eKH, d’ou
HK < KH.

On en conclut que HK sous-groupe de G implique HK = KH.

20 Réciproquement, supposons HK = KH; on remarque que
e € HK implique HK # 2. Soient x et x, dans H, y et y; dans K;

() ()™ = 2( 10" ),
(witart e KHet HK = KH) =3 (x,,%,) e H X K,
WA = Xy 5
alors, (xy) (%, ;)71 = xxy 9, € HK et d’apres le théoréme (1.24),
HK est un sous-groupe de G.
Remarques (1.48) :

I° Si HK est un sous-groupe de G, alors HK est le sous-groupe
de G engendré par H U K.

20 Si G est abélien, quels que soient les sous-groupes H et K
de G, HK est un sous-groupe de G.

CororLAIre (1.49).  Soit {H.,}, <;<, une famille finie de sous-
groupes de G. Si, quel que soit (i,7) tel que 1 <i<j<n, H H; est
un sous-groupe de G, alors

HH,.. H ={xx,...x,; x,¢H, Vi(l <1< n)}
est un sous-groupe de G.

Démonstration laissée au lecteur (exercice 28, chap. Ier).

D / Somme directe de sous-groupes d'un groupe abélien (G, +)

a) Somme directe de deux sous-groupes. Soient H et K deux sous-
groupes d’un groupe abélien (G, +); d’apres les remarques (1.48)
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le sous-groupe de G engendré par HUK est G' = H + K,
qui est appelé somme des sous-groupes H et K.

Définition (1.50) : Compte tenu des notations ci-dessus, le sous-
groupe G’ = H 4 K est dit somme directe des sous-groupes H et K,
si HNnK = (0).

Dans ce cas, on écrit G' = HO® K.

Prorosition (1.51). (G, +) étant un groupe abélien, la somme des
deux sous-groupes H et K est directe, si et seulement si tout élément de
H + K s%rit de fagon unique - x4y, o2 xeH e yeK.

Preuve :

1° Supposons la somme H + K directe, c’est-a-dire que 'on
a HNK = (0). Soit ze H®K tel que z=x+y ="+,
ol x et x’ sont dans H et 3, 3 dans K; alors

x—x" =3y —y est dans H n K = (0),

par suite x = a1’ et y = .

20 Réciproquement, on suppose que tout z € H + K s’écrive
de fagcon unique z=x+4y ot xeH, yek.

Soit zeHNK, alors zeH + K et on peut écrire :

z=2z+40, avec zeH et 0 eK

ou 2=0+4+2 avec 0eH et 2z e K.
L’hypothése implique alors z =0, d’ot H n K = (0).

b) Somme directe d’une famille quelconque de sous-groupes. Soient 1
un ensemble non vide et { H,};c; une famille de sous-groupes d’un
groupe abélien (G, +).

Le sous-groupe de (G, +) engendré par U H; se note ¥ H; et

€1 ier
s’appelle la somme des sous-groupes de H,, ¢ el.

Silestfmiet I ={1,2,...,n}, d’aprés les remarques (1.48)
et le corollaire (1.49), on a :

py }L:H1+H2+~--+Hn
1€i<n

X Hi={x+x+ ... +x,;xeH,Vi(l<i<n)}

1<
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Si 1 est infini, d’apres la relation (18), x € X H, si et seulement
si x=x+%,+...+x%, ol neN’, i€t

{i1,80, .-, i, 1 et x eH,, VA(I1<i<n).

Autrement dit, x € X H; si et seulement s’il existe une partie
i€l
finie et non vide de I : {7;,%,, ...,¢,} telle que xel<2k}<nH‘k.

Notation : Pour un élément x e ¥ H;, (I infini), on pourra
écrire : i€l
X = ZI %, ou x,=0, sauf pour un nombre fini d’indices i,
ie
cette condition s’exprime aussi par la formule : « les x; étant presque
tous nuls ».

Diéfimtion (1.52) : (G, +) étant un groupe abélien et {H,},c; une
famille quelconque de sous-groupes de G, le sous-groupe 3 H; est
dit somme directe des sous-groupes H,, si : €I

Viel, H,n X H, = (0) (21)
ey

La somme directe des H;, i €I, est notée : P H,.
i€rI

ProposiTiON (1.53). I étant un ensemble non vide et {H;}, o1 une
Jamille de sous-groupes d’un groupe abélien (G, +), le sous-groupe

G' = X H; est somme directe des H;, si et seulement si tout x € G’
€1
s’écrit de fagon unique :

x= X x,
1<Ek<n

ol neN, {4,..,5,}c] et x,eH,, VEIl<k<n).

Démonstration laissée au lecteur (exercice 28, chap. Ier).
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3 — Morphismes de groupes

A / Définitions. Propriétés générales

Définition (1.54) : Etant donné deux groupes (G, -) et (G, %),
un morphisme de groupes de G dans G’ est une application f: G - G’
telle que, quels que soient x et y dans G, on ait :

S(x9) =f(x) = f(») (22)

Un morphisme de groupes est aussi appelé homomorphisme de
groupes.

L’ensemble des morphismes d’un groupe G dans un groupe G’
sera noté Hom(G, G').

Un morphisme d’un groupe G dans lui-méme est appclé endo-
morphisme de groupe.

L’ensemble des endomorphismes d’un groupe G sera noté
End(G).

Selon nos conventions générales, dans la suite, les groupes G et G’ seront
notés multiplicativement, leurs éléments unités étant respectivement e et e’

Prorosition (1.55). Tout f € Hom(G, G') vérifie les propriétés
suivantes :

I0 f(e) =¢'.

20 f(xY) = (f(x))"Y, quel que soit x dans G.

30 f(x™) = (f(x))?, quels que soient x dans G et n dans Z.
49 H< G =>f(H) <G

5o H< G =>fYH) <G, o f7'(H) ={xeG;f(x) eH}.

Preuve :

1o Pour tout x € G, on a f(x) = f(xe) = f(x) f(e); or,
S(%) e G" = f(x) = f(x) €.

La régle de simplification dans G’ implique alors :
Sre) =¢'.
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20 Quel que soit x € G, f(xx™') = f(x) f(x!) =f(e); or,
Sfle) =¢ =f(x (S()
dott  (f(x))7! =f(x7").

32 Pour n =0, 2®*=¢ et (f(x))° =e'; on est ramené au 1°.
Pour n>0, 2" =xx ... x (n fois), d’ou

S =f@#*)f(x) ... f(n) (n fois),
donc  f(x") = (f(x))"
Pour n < 0, on pose n=—n', n' >0;

= () = @) = (fF)”
= (S = (FE)™
dob  f(x") =f(x)".

40 f(H) = {f(x); x € H}. Soient y, et y, dans f(H); il existe x,
et x; dans H tels que y, = f(%), 72 =f(o)

DI =Flm) (Fle))™ =F(x) £,
dott  yuypt =Fln Y.

(xpeH, x,eH et H<G) > x, 2, e H;

par suite ;' ef(H), donc f(H) <G
50 Soient x, et x, dans f~1(H'); alors f(x;) e H' et f(x,) e H';
H’ étant un sous-groupe de G’, on a

Sx1) (f(x)7! =S () f(55") =S (% g") dans HY,
d’ou x, ;7' ef~1(H') et par suite f~1(H’) est un sous-groupe de G.

CoroLLAIRE (1.56). Soit fe Hom(G, G'), alors :

Io f(G) est un sous-groupe de G’.
20 f~Ye') ={x e G; f(x) = €'} est un sous-groupe de G.

Ces propriétés découlent de ’application de la proposition (1. 55)
aux cas particuliers : H= G et H' = (¢').
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Défiration (1.57) : Soit f e Hom(G, G’).
f(G) est appelé image de f et est noté Imf.
SUe') est appelé noyau de f et est noté Ker f.

Prorosrrion (1.58). Pour feHom(G, G'), on a :
10 f surjectif < Imf= G
20 f injectif <> Kerf= (e).

Prewve : La premitre propriété est immédiate puisque, par défi-
nition, f est surjectif si f(G) = G'.

Démontrons la seconde propriété; rappelons que f est injectif
si et seulement si, quels que soient x et x” dans G, f(x) =f(x")
implique x = «'.

— Supposons f injectif; soit x € Ker f, alors f(x) = ¢’ = f(e),
d’olt x = ¢ et par suite Kerf = (¢);

— Supposons Ker f = (¢); soient x et x' dans G tels que
Sf(x) =f(x"); on en déduit :

¢ = (f())S(&) =fGNSf(x), done=flx"x),
ce qui implique x~' x’" € Ker f;

Kerf=(e) >x 12 =¢ dol x' =ux;
f est donc injectif.

PropostTioN (1.59). Soient G, G', G’' trois groupes, alors
feHom(G, G') et g e Hom(G', G”) implique g o f e Hom(G, G”).

Prewve : Soient x et y dans G;
gof () = &(f(w))
gof(m) =&(f(®f()), car feHom(G, G');
gof(®) = &(f(») &(f())), car g e Hom(G', G")
dod  gof(®) = (gof(%) (gof (1)

Définition (1.60) : Un groupe G’ est dit image homomorphe d’un
groupe G, s’il existe un morphisme surjectif fe Hom(G, G').
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Premiers exemples de morphismes de groupes.

Exemples (1.61) :

le Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
L’injection canonique i : H - G
X x

est un morphisme injectif de groupes.
20 Soient deux groupes G et G’; l'application 2 : G -G’
xbé
est un morphisme de groupes tel que Kerh = G.
Lorsque le groupe G’ est additif et que 2’ est noté 0, £ est appelé :
morphisme nul de G dans G'.

Exemple (1.62) : Soit n >0 dans Z; la surjection canonique de Z

z
dans )’ c’est-a-dire ’application :
z
n:Z —»>—~
(n)

x> X (classe de x modulo ),

est un morphisme surjectif de groupes.

z
En effet, compte tenu de la définition de 1’addition dans ®

(exemple (1.13), formule 10), on a, quels que soient x et y dans Z,

m(x +) = ©(x) + =().

Exemple (1.63) : Soit n>1 dans N; en associant 3 toute
matrice A du groupe GL(n, R) son déterminant : det A, on définit
une application, que nous noterons 4, de GL(n, R) dans le groupe
multiplicatif R*, car toute matrice de GL(n, R) est inversible,
donc de déterminant non nul; de plus, quels que soient A et B
dans GL(n, R), on a det AB = det Adet B (voir [31] ou [50]);
par suite, I’application d: GL(n, R) - R* est un morphisme de
groupes. A detA

Kerd ={A eGL(n, R);det A = 1}.

Kerd est un sous-groupe de GL(n, R) appelé : groupe linéaire
spécial des matrices carrées d’ordre n sur R et noté SL(n, R);
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plus généralement, on peut définir SL(r, K), ot K est un corps
commutatif quelconque [51].

Exemple (1.64) : Soit GO(R?) le groupe des similitudes de
Pespace vectoriel euclidien R? (exemple (1.32)).

L’application A: GO(R2?) — R}
up A,

ol A, est le rapport de la similitude u est un morphisme de groupes
(le vérifier a partir de la relation (16)).

Kerd ={u e GO(R%); 7, =1}

Ker A est un sous-groupe de GO(R2), appelé groupe orthogonal de R®
et noté O(R2).

Pour tout espace vectoriel euclidien de dimension finie E, on
peut définir de méme le groupe orthogonal O(E) ([23], [51]).

B / Isomorphismes. Théoréme de Cayley

Définition (1.65) : Une application f d’un groupe G dans un
groupe G’ est un isomorphisme de groupe si f € Hom(G, G') et s’il
existe g € Hom(G’, G) tel que

gof=1id; et fog=1idg (23)
Prorosrrion (1.66). Sotent deux groupes G et G' :

10 Si f est une application de G dans G, alors : f est un isomorphisme
de groupes <> fe€Hom(G, G') et f bijectif.
20 f isomorphisme de G sur G’ =~ isomorphisme de G’ sur G.

Prevve :

1° @) Supposons f isomorphisme de groupes; d’aprés la défi-
nition (1.65), fe Hom(G, G’') ct il existe g €e Hom(G’, G) véri-
fiant les relations (23).

Montrons que f est surjectif; soit y e G’, on a

¥ =1idg () =fog(») =f(g(»),
donc G’ = Imf.
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Montrons que f est injectif; supposons x et x' dans G tels
que f(x) =f(x); on a alors : gof(x) = gof(x'), c'est-a-dire
idg(x) =idg(x"), donc x = «'.

On en conclut que f est bijectif.

b) Supposons f e Hom(G G’) et fbijectif. fadmet une appli-
cation réciproque f~! qui est une bijection de G’ sur G et qui

vérifie
frof=fof =

Montrons que ' est un morphisme de groupes.
Soient y; et ypdans G', posons x = f7"( 31 95); ona f(x) = yL;
d’autre part, il existe x; et x, uniques dans G tels que y, = f(x,)

et Jy. =f(x2)’ d’oir
fx) =f(®)f (%) =f(% %), carfeHom(G,G).

fbijectifimplique finjectif, parsuite x = x; %,; or, ;= f(Jy),
%y = f (), on en déduit :

S o) =) S (09

alors, g = f~! satisfait aux conditions (23), donc f est isomorphisme.
Le 2° de 1a proposition (1.66) résulte directement de la démons-
tration précédente.

Définition (1.67) : S’il existe un isomorphisme d’un groupe G
sur un groupe G’, on dit que G et G’ sont des groupes isomorphes;
dans ce cas on écrit : G ~ G,

Remarques (1.68) :

1o Un isomorphisme étant une bijection, deux groupes iso-
morphes sont équipotents, c’est-a-dire sont de méme cardinal [28].
En particulier, deux groupes finis isomorphes sont de méme ordre; la
réciproque de cette propriété est fausse.

z
Considérons par exemple le groupe @ et le groupe V défini
par la table (11); ils sont de méme ordre 4.

Z
Supposons qu’une bijection fde V sur 7 soit un isomorphisme;
on aurait : (4)

% = {f() = 0, f(@), f(B), FO)};
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mais la table (11) montre que dans V tout élément x#e est
d’ordre 2; par suite, dans < ( 3 tout €lément, autre que 0, devrait
étre d’ordre 2; or nous savons que 1 et 3 sont d’ordre 4; on en

conclut que les groupes —— et V ne sont pas isomorphes et, en par-

(4)
ticulier, le groupe V n’est pas cyclique. (La notation V vient du
nom allemand : Vierergruppe.)

20 Méme si deux groupes G et G’ sont isomorphes, une bijec-
tion de G sur G’ n’est pas nécessairement un isomorphisme (voir
remarque (1.76) 1°).

30 (feHom(G, (') et f injectif) = G~ Imf.

En effet, la restriction surjective de f, c’est-a-dire ’application

H:G=>Imf

x B fi(*) =S (%)
est un isomorphisme de groupes d’aprés la proposition (1.62) Ie.

Diéfinition (1.69) : G étant un groupe, un isomorphisme de G
sur lui-méme est appelé un automorphisme du groupe G.

L’ensemble des automorphismes d’un groupe G est noté Aut(G).
ProrositioN (1.70). Pour tout groupe G, Aut(G) est un sous-
groupe du groupe symétrique Sg.
Ce résultat se déduit des propositions (1.59) et (1.66).
Remarque (1.71) : G, G/, G’ désignant des groupes, les pro-
positions (1.59) et (1.66) impliquent :
a) G=~G;

b) G~G =G ~G;
¢) (G~GetG ~G") =Gx~G"

Exemples d’isomorphismes.

Exemple (1.72) :

On a défini (exemple (1.17)) les groupes linéaires GL(E) et
les groupes de matrices GL(n, K). On démontre en algébre
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linéaire (voir par exemple [49]) que si E est un espace vectoriel
de dimension finie n sur un corps K, alors les groupes GL(E)
et GL(n, K) sont isomorphes et toute base b = {¢,, €5, .-.,¢,} de E
sur K permet de définir un isomorphisme M, : GL(E) — GL(n, K)
u b M,(u)
ot M,(u) est la matrice de u dans la base b, c’est-2-dire la matrice
carrée d’ordre n dont les colonnes sont respectivement formées
par les composantes dans la base b des vecteurs u(e,), u(ey), . . ., u(e,).

Exemples (1.73) : Automorphismes intérieurs d’un groupe G.

A tout g e G, associons l'application :
6,:G>G
x b gxg L

Pour x et y dans G, o,(v) = gng™" = (¢xg7") (&287"),
o,(9) = 0,(x) 5,(),
donc o, € End(G).
D’autre part, la régle de simplification A droite et & gauche
implique Pinjectivité de o,.
Enfin, quel que soit » € G, on peut écrire :
o =2g(g"r8) g = o,(g7" rg)s

donc o, est surjectif.
On en conclut que ¢, € 4ut(G).
o, est appelé : automorphisme intérieur de G défini par g.
Posons Int(G) = {o,; g € G} et montrons que

Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).
o, = id; = Int(G) # o.
Soient g, et g, dans G; pour tout x€G, on a
Go 0 0o, (%) = £1(82 %82") &7 = (81 82) *(8:1 82)7%
dot 6,00, =o,,, donc g,oo, €lnt(G).
De plus, pour tout g eG,

(6,0 61 = 6, = idg) = (6,)7! = 0,33

par suite, (o,)”! €Int(G), d’ott Int G < Aut(G).
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Théoréme de Cayley.

LemME (1.74). Sotent E et E' deux ensembles non vides; Sy et Sg,
étant leurs groupes symétriques, on a :

E équipotent @ E' = Sg ~ Sg,;

en particulier :
(Efinietcard E = n) => S ~ S,,.

Preuve : Dire que E est équipotent A E’, c’est-a-dire qu’il existe
une bijection f de E sur E'.

Soit ¢ €S, le diagramme :
ELESELE

montre que foocof ! eSg.
Considérons alors I’application ¢ :Sg; — S,
e fooof

@ est injective, car (o) = ¢(¢’) implique
foO'of_l(x') =fod of 1«'), Vx' ek’
étant injective, on en déduit que
3] q
cof N(¥) =06 of N x'), V' eFE,
donc ocof l'=c¢of 1
par suite, cof lof=0"of tof, doll ¢ ="
¢ est surjective; en effet, étant donné 7 eSg, si 'on pose
c=f"lotof, ona c€eS; et = 9¢(o).

Enfin, ¢ est un morphisme de groupes, car, quels que soient ¢
et ¢’ dans Sg, on a :

¢(coc’) =focod of !
¢(600’) = (feoof ") o (foo of )
(00 0") = ¢(0) 0 ¢(c);

on en conclut que ¢ est un isomorphisme de groupes.
Dans le cas particulier ol E est fini et card E = n, posons
E ={x,%,...,%x,}. La bijecion f:it x, de {1,2,...,n}
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sur E induit, comme plus haut, 'isomorphisme ¢ de S, sur Sg
tel que pour tout o €S,

CP(O') (xi) = Xt v X; € E.

On peut alors identifier S; & S,, en notant o I'élément de Sg
égal 2 ¢(o).

Compte tenu de cetle identification, quel que soit Uentier n > 1, nous
considérerons le groupe S, comme étant le groupe symétrique de tout
ensemble de cardinal n.

Définition (1.75) : G étant un groupe, a tout g € G, on associe
Papplication 1,: G —

X > gx.

<, S’appelle la translation & gauche de G, définie par g.

On remarque que =, = idg.

Posons Ty ={7,;6e€G}; on a Ty+# o; montrons que
T, est un sous-ensemble du groupe symétrique Sg.

Pour tout g e G, Pinjectivité de 7, résulte de la régle de sim-
plification & gauche; d’autre part, quels que soient g et y dans G,
il existe x € G tel que y = gx, d’our la surjectivité de z,. On a
donc Ty = S,.

Remarques (1.76) :

1o Pour g+#e, 7, n'est pas un automorphisme de G, car pour x
et y quelconques dans G, on a, en général, gxy # gxgy.

20 Si G est noté additivement, 7, est telle que, pour tout xeG,
(%) =g+ x.

32 On peut définir de fagon analogue la notion de translation
A droite 3,, telle que pour tout x € G, 8,(x) = xg.

L’ensemble T des translations & droite de G est aussi une
partie non vide de S;.

Lemme (1.77). Pour tout groupe G, on a
Te<S; a G~T,.

Preuve : On a montré précédemment que T, est une partie
non vide de S;. Soient =, et 7, dans T.

Pour tout x€G, 1, 07,(%) =g g% =1,,(x), donc

Ty, © Ty, € T
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D’autre part, pour tout g et tout x dans G, on a :
T, 0 Tpa(%) = 7,(%) = x,
dott (1) = 1,0 € Ty;

on en conclut que T est un sous-groupe de S;.
Considérons I'application ©: G — T
E§P T,
T est surjective, par définition, et

T, =T, < gx=gx VG,

dot 1,=1, => g=g;

T est donc injective, par suite T est une bijection.

On a vu plus haut que =, , =7, 07,, quels que soient g,
et g, dans G, donc v est un morphisme de groupes.

D’aprés la proposition (1.66) t est un isomorphisme de groupes.

Ce résultat s’énonce généralement sous la forme du théoréme
suivant, connu sous le nom de Théoréme de Cayley :

THEoREME (1.78). Tout groupe est isomorphe & un sous-groupe
du groupe de ses permutations.

En particulier, tout groupe fini d’ordre n est isomorphe & un sous-
groupe du groupe symétrique S,,.

Dans le cas particulier ou le groupe est fini, la propriété résulte
3 la fois des lemmes (1.74) et (1.77).

C / Monomorphismes et épimorphismes de groupes
Définitions (1.79) : Soient deux groupes G et G'.

10 Une application f: G — G’ est appelée monomorphisme de
groupes, si :
a) fe Hom(G, G') et
b) quel que soit le groupe I', la propriété suivante est vérifiée :

(v et vdans Hom(T', G) et fou = fov) =>u=n0.
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20 Unec application f:G — G’ est appelée épimorphisme de
groupes, si :
a) f e Hom(G, G') et
b) quel que soit le groupe I', on a la propriété :

(v etvdans Hom(G', I') et uof =vof)=>u=no.

Proposrrion (1.80). Pour une application f d’un groupe G dans
un groupe G', on a :

Io f morphisme injectif <> f monomorphisme
20 f morphisme surjectif < f épimorphisme.

Preuve :

1o Supposons f e Hom(G, G’) et f injectif; soient I' un
groupe et u, v dans Hom(T', G) tels que fou = fou.

Pour tout xel, on a f(u(x)) = f(v(x)); linjectivité de f
implique alors # = », d’ol f monomorphisme.

Réciproquement, supposons f monomorphisme et x, ¥’ dans G
tels que f(x) = f(x"). Considérons le groupe Z et les applica-
tions u et v de Z dans G telles que :

u:Z -G, v:Z->G

n > x" ni X"

On sait que pour n et m dans Z on a x™*" = x"x"; u et v
sont donc des morphismes de groupes. D’autre part,

Soun) =f(x") = (f(x)" et foo(n) =f(+") = (f(+))";
alors f(x) =f(x") =>fou=fov
et f monomorphisme implique # =2, d’ou :

2" = x, quel que soit n € Z;

pour z = 1, on obtient x = a’, par suite, f est un morphisme
injectif.
20 On suppose que f est un morphisme surjectif de G sur G'.
Soient I' un groupe et u, v dans Hom(G’, I') tels que

uof =rvof.
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Soit y € G/, f étant surjectif, il existe x € G tel que y = f(x),
par suite :

u(y) = u(f(x)) =o(f(x) =2(y), douu=y;

f est donc un épimorphisme.
Réciproquement, supposons f épimorphisme de G dans G'.
Posons H = Im f et supposons H # G'.
Soit Q. ={xH;x" eG'}, ot »'H ={xh; heH}.
Considérons I’ensemble E = Q, U{w}, ol o désigne un
élément arbitraire n’appartenant pas a G'.

H=¢H=>HeQ,.

Soit 7 la permutation de E qui échange H et oo et qui laisse
fixes tous les autres éléments de E.
D’autre part, pour tout g € G’, notons g, I’application de E
dans E définie par :
{ o,(xH) = gxXH, Vx¥HeQy
6,(0) = oo.
On vérifie facilement que o, est une permutation de E, c’est-a-
dire un élément du groupe symétrique Sg.
Considérons alors les applications :
6:G' >SSy et y:G -8

g — o, g.l—b'rocﬂo'r.

Des définitions de = et o,
des morphismes de groupes.

Montrons que I'on a cof = yof.

Soit ¥ dans G; f(x) e H, posons f(x) =h; ona BHH=H et

cof(x) =0, Yof(x) = To0G,07T
6,(0) = 0; Too,0T(®) = To00,(H) = 7(H) =o00.
6(H =H; to6,07(H) =100,(®) =1(x)=H.

*H#H=o(¢*H) =kvH et 7oo,0t(xH) =toc,(x*H) = hx'H,

on déduit aisément que ¢ et y sont

f étant un épimorphisme,
cof =yof>0c=1,

par suite, par tout ge G, 6, =700,0%.
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Soit g ¢ H dans G’; on a alors :
o,(H =gH#H
et ToO,0 T(H) =To cq(oo) = T(OO) = H,

d’ou une contradiction; par suite Imf=H = G, donc f est
surjectif.

Remarque (1.81) : Les résultats de la proposition (1.80) auto-
risent, dans le cas des groupes, & appeler :
monomorphisme, tout morphisme injectif
et épimorphisme, tout morphisme surjectif.

Compte tenu de la proposition (1.66), la proposition (1.80)
admet le corollaire suivant :

CoroLLAIRE (1.82). Une application f d’un groupe G dans un
groupe G’ est un isomorphisme de groupes si et seulement si c’est @ la fois
un monomorphisme et un épimorphisme.

4 — Produit direct de groupes

A | Produit direct de deux groupes

Soient deux groupes G; et G, d’éléments unités ¢, et ¢,.

Posons G = G; X Gy = {(x1, %3); %1 € Gy, x5 € G}

On vérifie facilement que I’ensemble non vide G muni de la loi
de composition interne définie par :

GxG -G
((x1, %2), (J1,02)) B> (%191, %5 92)
est un groupe dont I’élément unité est (e;, e,) et quel que soit

(xl: xz) eG, (xls xz)—l = (xl_lx xz_l)'

Défnition (1.83) : Le groupe G; X G, est appelé groupe produit
direct des groupes G, et G,.

Au produit direct G; X G, on associe deux couples d’ap-
plications :
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a) les projections canoniques p, et p, telles que :
£1:G1 X Gy > Gy,  £2: Gy X Gy > Gy
(%15 %) 1> 3, (%15 %5) > xp.

b) les injections canoniques ¢, et g, définies par :
qI:G1—>G1><G2, qz:Gz—)Glez
Xy b (%1, €5) Xy B> (€1, Xg).

11 est alors facile de montrer que :
p1 et p, sont des épimorphismes de groupes
et que g¢; et ¢, sont des monomorphismes de groupes.

Remarques (1.84) :

1o Le groupe G; X G, est abélien si et seulement si Gy
et G, sont abéliens.
20 Les applications :
G, >G, X (e) =Imgqg; et Gy —(g) X Gy=1Img,
x1 B> (%1, €p) xg 1> (€1, %)
sont des isomorphismes de groupes; on en déduit que le groupe

Gy X Gy contient au moins un sous-groupe isomorphe & G, et un sous-
groupe isomorphe & G,.

30 proqy=id;, et progy=id, (24)
40 Pour x = (x,, x,) dans G; X G,, on peut écrire :
x = (p1(x), pa(%)) (25)
x = g1(%1) ga(x2) = ga(%3) q1(x1) (26)

50 Si G, et G, sont des groupes finis, compte tenu des propriétés
générales des cardinaux [28], on a :

0(Gy X Gy) = 0(Gy) 0(Gy) (27)

ProrpositioN (1.85). Sotent deux groupes Gy et Gy; un groupe G
est isomorphe au produit direct G, X G,, st et seulement s°il contient
deux sous-groupes H; et H, tels que :

1) H,~ G, pour t =1,2.
2) Vhl GHI, theHz, h1h2=h2h1-
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3) G = H, H,.
4) H, n H, = (¢), ¢ étant I’élément neutre de G.

Preuve :

Ie Supposons G isomorphe 2 G; X Gy; sans restreindre la
généralité du résultat, on peut supposer G = G; X G,.
¢1 €t g, étant les injections canoniques assocides & G; X Gy,

posons :

Hy=Img¢g, H,=Img,.

D’aprés la remarque (1.84) 29, on a
H~G, e H,~G,.

D’autre part, quels que soient # € H; et hy, € Hy, il existe

x, €G; et x,€G, tels que
by = (x1,65), by = (€1, %)

Le résultat ci-dessus implique que H; Hj, est un sous-groupe de G
(Proposition (1.47)). De plus, d’aprés la remarque (1.84) 49, tout
élément de G appartient 2 H, H,, d’od G = H, H,.

Enfin, compte tenu de la définition de H; et de H,, on a
H, nH, = (¢,¢,), élément neutre de G.

2° On suppose que G contient deux sous-groupes H;, H, satis-
faisant aux quatre conditions énoncées.

Soit g € G; les hypothéses impliquent qu’il existe h; e H,
et h, e H, tels que :

g=Ihy=hyh.

Montrons que g s’écrit sous cette forme, de fagon unique; suppo-
sons qu’il existe h; e H;, k; e Hy tels que
g =hihk=hh
hyhy = hy by = b= hy = hy B3,
La condition 4) implique alors ¢ = &~ h, = ky b3, d’ou
h; = hl’ h; Ea hz-
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D’apreés la condition 1), pour 7= 1,2, il existe un isomor-
phisme ¢, : H; — G;. Considérons alors 'application ¢ suivante :

9:G >G, X G,
g = by by > (@1(h1), Palhe)).

Pour g=hh, et g =h h, dans G, on a
g8 = h hyh by = h by b, by (d’aprés la condition 2);

on en déduit facilement que ¢ est un morphisme de groupes.
D’autre part, @(hy hy) = (€1, €2) = @1(hy) = 1 et @y(hy) = ;5
or ¢, et ¢, sont des isomorphismes, par suite,

@(hy hy) = (615 €5) = hy = hy = ¢;

on en déduit que Ker ¢ = (¢), donc ¢ est injectif.

De plus, si x = (%, %3) € G; X Gy, 1l existe un unique
hy € H, etununique h, € H, telsque: x; = ¢,(h;) et x, = @u(hy);
par suite, x = @(h, hy), donc ¢ est surjectif.

En conclusion : ¢ est un isomorphisme de G sur G; X G,.

Exemple (1.86) :

Le groupe produit direct ) % est généralement appelé

z
(2)
groupe de Klein (3); d’aprés les propriétés vues plus haut, c’est
un groupe abélien fini d’ordre 4. Considérons alors le groupe V
défini par la table (11). Dans V, posons H; = <(a) ={¢ a} et
H, = (&> ={¢, b}. On remarque que H; et H, sont isomorphes

Y/
a @ D’autre part, ab = ba =¢, d'odt V = H; Hy; de plus
H, nH, = (¢); compte tenu de la proposition (1.85), on a :
Y/ Z
V ~
@ ®

D’aprés la remarque (1.68) 1°, V est non cyclique, donc le
groupe de Klein est non cyclique.

(3) Félix Klein, mathématicien allemand (1849-1925).
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B / Produit direct d'un nombre fini quelconque de groupes

La notion de produit direct de deux groupes se généralise de
fagon naturelle au produit direct de n groupes G; (1 < i< n),
quel que soit n > 2 dans N. Le groupe produit direct est alors
not€é Gy, X Gy x ... XG, ou II G,

1<i<n
On généralise sans peine les définitions de projection et injec-
tion canoniques pour z > 2 dans N, ainsi que les remarques (1.81)
et la proposition (1.85) s’énonce alors sous la forme suivante :

ProposiTioN (1.88). Soit {G;}, < <, une famille finie de n groupes;
un groupe G est isomorphe au groupe produit direct 11 G, st et seulement

1€i<n
s’il contient une famille de n sous-groupes H, (1 < i < n) tels que :

1) H,~G,, Vi(l<i<n).
2)V(Gj)(1<i<j<n), VheH, VheH,, hh =hh,.
3) G=H,H,... H,.

4) HonH,H,... H,_,H,,,... H,= (), Vi (1 <7< n), eétant
I’élément unité de G.

Démonstration laissée au lecteur.

CoroLLAIRE (1.89). Si (G, +) est un groupe abélien et si
{ G} <1 < €5t une famille finie de n groupes abéliens, alors G est isomorphe
au produit direct 1 G, si et seulement s’il existe une famille de sous-

1<4<n
groupes {H,}, < <n tels que H; =~ G;, pour tout i (1 <i<n), e
G= D H,.
1<isn

Ce résultat est une conséquence de la proposition (1.88) et de
la définition (1.52).

C / Produit direct d‘une famille quelconque de groupes
Soit I un ensemble non vide quelconque, donc éventuel-

lement infini, et soit {G;};c; une famille de groupes indexée
par L
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L’ensemble produit cartésien

Il G, ={(%)ier; % €G;, Viel}
€1

muni de la loi de composition définie par :
((xhier> (MhieD) P (Kid)ier

est un groupe, dont P’édlément neutre est (¢);c;, ol ¢ désigne
Pélément neutre du groupe G;; ce groupe noté [I G; est, par
définition, le groupe produit direct des G, i el tel

Quel que soit ’ensemble non vide I, pour tout 2el, on
définit :

la projection canonique p,: 11 G; - G,
i€1
(*diex ™ %
et Pinjection canonique ¢,: G, — I1 G;
€1
o - (%)iex
ol x;,=¢ sl t#k et x,=2x si i =~F

Les projections et les injections canoniques sont, respectivement,
des épimorphismes et monomorphismes de groupes.

Remarque (1.90) : Les remarques (1.84) 1° 20 30 se généralisent
au cas d’une famille quelconque {G;};c; de groupes; en parti-
culier, pour tout ¢€l, on a:

bio g =1idg, (28)
et quel que soit x € [ G;, on pcut écrire
‘€1
x = (p(x))ier (29)

Par contre, si I est infini, la formule (26) et la proposition (1.88)
ne peuvent pas étre généralisées, puisque, dans un groupe, seul le produit
d’un nombre fini d’éléments a un sens.



60 Eléments de théorie des groupes

D / Propriété universelle du produit direct de groupes

TuEorEME (1.91). Soient 1 un ensemble non vide, {G,};c, une
Samille de groupes et {p,};cy la famille des projections canoniques assocides
au groupe produit direct H G,.

Etant donné un groupe G quelle que soit la famille { f,};cy de mor-
phismes de groupes telle que, pour tout iel, f,e Hom(G,G,), i
existe un unique morphisme h e Hom(G, I1 G,) tel que, quel que
soit i1el, p,oh=f. i€l

Compte tenu des hypothéses, le théoréme (1.91) exprime que,
pour tout i € I, le diagramme suivant commute :

__i_.._> II G,

G 1€1
(l /
Preuve : Nous ferons la démonstration danslecasot I = {1, 2};
la méthode se généralise sans peine au cas ou I est un ensemble non

vide quelconque. Le probléme peut étre schématisé par le dia-
gramme ci-dessous :

(2]

5 5

w
£

Y s—— - -

h

G, by G,

o

=

{t1, b2}, {f1, f2} sont connus, il s’agit de prouver I’existence et I’uni-
cité du morphisme #.

a) Existence de h: Considérons I’application
h:G— Gy X Gy
définie par :
x> (f1(%) fo(%))

Jf1 et f; étant des morphismes de groupes, on en déduit facilement
que ke Hom(G, G; X Gy).
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D’autre part, p, o h(x) = f1(x) et p,oh(x) = f3(x), quel que
soit x € G, impliquent :
proh=f1 et proh=f.

b) Unicité de k: Supposons qu’il existe h’ €e Hom(G, G; x G,)
tel que p,ok’ =f; et p,oh’ =f,; ces conditions impliquent
que pour tout ¥ € G on a (formules 24) :

K (%) = (f2(*), f2(%)) = h(),
d'odt K =h

Remarque (1.92) : La propriété du produit direct d’une famille de
groupes énoncée dans le théoréme (1.91) est dite « universelle »;
le lecteur pourra trouver dans [54], par exemple, la justification de
ce qualificatif, issu de la théorie des catégories, et que nous retrou-
verons plusieurs fois au cours de cet ouvrage.

Exercices Chapitre Premier
1) Soit Z V’ensemble des entiers rationnels, muni de la loi de composi-
tion interne notée %, définie par :
ZxZ-~>2Z
(a,b) t»axb=a—b
a) La loi * est-elle associative ? commutative ?

b) Vérifier qu’il existe dans (Z, ) un élément neutre & droite,
c’est-a-dire un élément ¢ tel que

YaeZ, axe=a.

¢ est-il élément neutre dans (Z, %) ?

¢) Existe-t-il, pour tout a € Z, un symétrigue & droite relativerent
a e, C’est-d-dire un élément o' € Z tel que axa =¢?

2) Soit Q I’ensemble des nombres rationnels muni de la loi de compo-
sition interne notée %, définie par :

QAxQ—>Q
(a,6) Hasb=a+ b+ ab

(Q, *) est-il un groupe ?
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3)

4

5)

6)

7)

8)

Eléments de théorie des groupes

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne
associative notée - ; on suppose que dans (G, -) les deux conditions
suivantes sont vérifies :

10 ] existe un élément neutre & droite e (voir exercice 1);
20 tout élément x € G admet un symélrique é droite, x' (voir exer-
cice 1).
Démontrer que (G, ) est un groupe; vérifier, par un contre-
exemple, que, sans Passociativité de la loi -, ce résultat n’est
plus vrai.

Soit G un ensemble fin/, non vide, muni d’une loi de composition

interne notée -; on suppose que la loi - est associative et que

dans (G, -) tout élément est simplifiable 4 droite et & gauche.
Démontrer que (G, ) est un groupe.

Soit G un groupe d’élément unité ¢, vérifiant la condition (%) :
VxeG, 22 =e.

a) Donner au moins un exemple de groupe, non réduit 4 un
seul élément, vérifiant (€).

b) Démontrer que tout groupe G vérifiant (%) est abélien.

G étant un groupe, prouver que ’application f: G - G

x> a1
est une permutation de G et que f est un automorphisme si et seu-
lement si le groupe G est abélien.

Montrer que si G est un groupe fini d’ordre pair, il existe au moins

un élément x #e¢, dans G, tel que 2% =e.

Dans I’ensemble des entiers Z, on pose U={—1,1}

a) Vérifier que U est un groupe relativement 4 la multipli-
cation des entiers, donc un sous-groupe de (Q°, x).

b) Montrer que le groupe U est isomorphe au groupe ( (% , + )

9) Soit D le sous-ensemble de Q formé par les nombres décimaux :

a
D—{W,aez,neN}.

Prouver que D est un sous-groupe de (Q, +).
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10) Soit, dans N, un nombre premier p. On pose :

Q,={[%;aez,neN’.

a) Vérifier que Q, est un sous-groupe de (Q, +) et que

b) Montrer que I'application ¢:Q, — Q_ est une permu-

tation de Q. x> px
L’application ¢ est-elle un automorphisme du groupe (Q,, +)?

11) Soit p un nombre premier dans N. Vérifier les propriétés suivantes :
{a+b6p;(a,b)eZ x Z}< (R, +).
{a 4+ b4/ ; aet b dans Q et non simultanément nuls} < (R°, X).
{a+ib\p;(a,b)eZ x Z} < (C, +).
{a +ibA/p; a et b dans Q et non simultanément nuls} < (C-, x).

12) Etant donné un nombre premier peN, on pose :
'y ={z€C;3neN, 2" =1}

Vérifier que I',, est un sous-groupe de (C*, x).

13) A tout nombre réel ¢ on associe I’application :

7.,:R—=>R
X a3 x
Justifier la propriété :
T = {7,;a € R} est un sous-groupe du groupe symétrique Sg et
le groupe T est isomorphe au groupe (R, 4).

14) On considére les groupes multiplicatifs R*, R} et C* (voir exem-
ples (1.29)) et les applications :
SR =R}
x> |x}, ou |x| est la valeur absolue de x
et g:C" >R
z |z|, ou |z] est le module de z.

Vérifier que f et g sont les épimorphismes de groupes.
Déterminer les noyaux de f et g.
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15) Démontrer que l’application A:R —R] est un isomorphisme
x> 10°
du groupe (R, +4) sur le groupe (R%, X).

16) a) Le centre d’un groupe G étant désigné par Z(G), démontrer
la propriété :
H< G =Z(G) nH< Z(H).
b) G et G’ étant deux groupes, si _f est un épimorphisme de G
sur G’, prouver que ’on a : f(Z(G)) < Z(G").
17) Soit S une partie non vide d’un groupe G; on pose :
Cu(S) ={geG;gx=xg, VxeS}

a) Vérifier que Cg(S) est un sous-groupe de G.
C(,(S) est appelé le centralisateur de S dans G.

S={x}, avec xeG, Cg(S) se note C,(x);
Co(*) ={g €G; gx = x¢}

est appelé centralisatenr de x dans G.
b) Z(G) étant le centre du groupe G, démontrer en relation :

N C.(x) = Z(G).
*E€G
¢) Pour xeG, posons H = C,(x); vérifier que x e Z(H).
18) Soient A, B, C trois parties non vides d’un groupe G.
Soit H = (A, B) le sous-groupe de G engendré par A U B.

Si K=<(A,B,C) est le sousgroupe de G engendré par
AUBUC, démontrer que K = {(H, C).

19) Démontrer que le groupe des quaternions (exemple (1.16)) est
engendré par les matrices :

0 1 0 ¢
A= ( ) et B= ( )
—1 0 t O
20) Dans I’ensemble M,y(R) des matrices carrées d’ordre 2 sur R, on
considére le sous-ensemble I' tel que :

()
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Démontrer que T est un groupe par rapport a la multiplication
des matrices, mais que ce groupe n’est pas un sous-groupe de
GL(2, R).

Vérifier que le groupe I’ est isomorphe au groupe (R°®, ).

Sott n>1 dans N et (—Z—, +
(n)

gruences modulo 7. On considére la correspondance p. définie par :

) le groupe des classes de con-

_Z z z
ORI ORED)
*3) P
a) Prouver que la correspondance (. est une application
[C’est-a-dire que : (X' =¥ et ' =3) =>x") = x].
une « multiplication»

En déduire que ’on peut définir dans —
telle que x3 = xy. ()

Montrer alors que »f— est un anneau unitaire et commutatif
(voir : définition (0.1) de I’Introduction).

b) Soit, dans N, un nombre premier p. On désigne par G,
P’ensemble des éléments non nuls de -—

Prouver, en utilisant le résultat de 1’exercice 4, qutfz G, est un
0k

est un corps (voir définition (0.2) de

groupe par rapport & la multiplication définie dans

z
En conclure que @
PIntroduction). ?

¢) Vérifier que si n n’est pas premier — n’cst pas un corps.

(n)
Vérifier que

1 0 —1 —1 0 1
=l o)} (00 ok (r )
01 1 0 —1 —1
(0 1 ( 1 0 (— 1 — l)}
1 o)’ —1 ~1)’ 0 1
est un sous-groupe de GL(2, R) isomorphe au groupe GL( (2))

Ecrire la table de multiplication du groupe I'; en déduire que
I' est isomorphe au groupe symétrique S,.

CALAIS 3
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a) Démontrer les résultats suivants :
1 o 0 1 —1 0 0 —1
n=llo ) (ro) (To 1) (0 7o)
01 —1 0 0 —1 1 0
est un sous-groupe de GL(2, R).
FZ :{l’i9—1:_i}
ou i2=—1 est un sous-groupe de (C°, X).
Pa - {_: 5; §, Z},
z s
sous-ensemble de Ok est un groupe par rapport i la multiplication
définie dans (—g)— (exercice 21).

b) Prouver que Iy, I',, I'; sont trois groupes isomorphes.
Sont-ils cycliques?

a) Montrer que :

o) () Coi) Co )

est un sous-groupe de GL(2, R) et que K, = {T, 3,5, 7}, sous-

ensemble de % est un groupe par rapport a la multiplication
définie dans % (exercice 21).

b) Vérifier que les groupes K; et K, sont isomorphes.

Ces groupes sont-ils isomorphes au groupe de Klein (exem-
ple (1.83))?

Définition : étant donné un groupe G, on appelle représentation
matricielle de G, de degré n (n e N) sur un corps K, tout mor-
phisme p € Hom (G, GL(n, K)).
Si p est injectif, on dit que la représentation matricielle est fidéle.
a) Montrer que le groupe symétrique S, (exercice 22), les groupes
I', et [; de I’exercice 23 et le groupe K, de Pexercice 24 admet-
tent chacun une représentation matricielle fidele de degré 2 sur R.

b) En associant & tout nombre complexe non nul o 4+ b la
a —b

matrice (b ), vérifier que le groupe multiplicatif C* admet
a

aussi une représentation fideéle de degré 2 sur R.
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[1] Soit P le plan affine euclidien. Si f est une isométrie du plan P
(exemple (1.34)), on dit qu’un point A est fixe pour £, si f(A) = A.
On désigne par £(2) I'ensemble des isométries du plan P,

Si A est une droite de P, on note s, la symétrie du plan par
rapport & A; sa: P — P, A’ est tel que A est médiatrice de AA’.

AP A’
a) Vérifier les propriétés suivantes :
— Pidentité de P, notée idp, appartient a F(2);
— quelle que soit la droite A, sp € F(2) et 5% = 55055 = idp;
— si f; et f, sont dans F(2), alors f,o0f; €7(2); frof; sera
appelé « produit » de f; et f, dans #(2).

b) Soit fe £(2); montrer que :

— si f a deux points fixes distincts A et B, alors tout point de

la droite AB est fixe pour f;
— si f a trois points fixes, A, B, G, non alignés, alors f = idp.

¢) Démontrer que toute isométrie fe.f(2) est le produit
de 0, 1, 2 ou 3 symétries (par convention, quel que soit la droite A,
sQ = idp).

d) Prouver que #(2) est un sous-groupe du groupe symé-
trique Sp et que #(2) est non abélien.

¢) A tout vecteur v de I’espace vectoriel R2, on associe la trans-
lation de vecteur v du plan affine P, notée ¢,.

Montrer & I’aide de¢) que ¢, € £(2) etque & (P) = {{,; ve R?}
est un sous-groupe abélien de #(2), isomorphe 2 (R? ).

J) Soit O un point du plan P, pour « € R, on note 7, , la
rotation du plan P de centre O et d’angle «.

Montrer a l’aide de ¢) que r, , €4(2). Z(P,O) désignant
Pensemble de toutes les rotations 7, , pour « € R, vérifier que
RZ((P, O) ={ry »;0< a < 2n} et que Z(P, O) est un sous-groupe
abélien de £(2).

Notons C le plan complexe, c’est-a-dire le plan affine euclidien R?
rapporté 4 un systtme d’axes orthonormé Oxy et dont tout
point M(x, ) est considéré comme l'image du nombre com-
plexe z=x + #.

A toute famille de 4 nombres complexes (a, b, ¢, d) telle que
ad — be # 0, on associe I’application

az 4+ b
f'ZH_—cz Tl

ou zeC.

. . d .
On remarque que si ¢# 0, le point — n’a aucune image

par f; d’autre part, le point ; n’est 'image d’aucun point de C.
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Pour remédier & ces difficultés, on rajoute au plan complexe un
point dit point & I’infini et noté co.

On pose C= Cu{w}, pour c¢#0, f(—g) = 0 et
a
S () = P

Une application telle que f est appelée homographie du plan
complexe.

(Compte tenu de Pinterprétation géométrique des homogra-
phies a ’aide de la projection stéréographique de la sphére, C est
appelé sphére de Riemann [1].)

a) Montrer que toute homographie f est une permutation de c.

b) Démontrer que Iensemble 5 des homographies du plan
complexe est un sous-groupe du groupe symétrique Sg.

¢) En considérant le cas ol ¢ = 0, prouver que S contient
comme sous-groupe le groupe des similitudes et translations du
plan complexe.

d) Vérifier que ’homographie :::l—»z1 est le produit (commu-

tatif) de I'inversion de centre O et de puissance 1, et de la symétrie
par rapport & ’axe Ox.

¢) Démontrer que toute homographie f du plan complexe
conserve les angles et leur orientation, ce que I’on exprime en
disant que f est une transformation conforme du plan; la réciproque
étant vraie [1], le groupe 5# des homographies du plan complexe
est aussi appelé groupe des transformations conformes du plan.

J) Prouver que les homographies :

1 1
fHirzbz, fyizb—a2, f:,:zH;, ﬂ;:zl—»-—-;

forment un sous-groupe de S# isomorphe au groupe de Klein.
g) Prouver que les homographies :

z—1
gz P

g2 3z, &1z

1 z
&z, gz 11—z ge:zl—):,
forment un sous-groupe de S# isomorphe au groupe symétrique S,.

a) Démontrer le corollaire (1.49).
b) Démontrer la proposition (1.53).
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Soient E un ensemble non vide et G un groupe d’élément unité e.
On désigne par G Pensemble des applications f de E dans G.
On considere la Ioi de composition définie dans GE par :

G® x GE — GF
(f8) P Je

ol fg est telle que, pour tout x € E, fz(x) =f(x) g(x).
Prouver que GE est ainsi muni d’une structure de groupe.
Vérifier quc G® est un groupe abélien si et seulement si G est
abélien.

R désignant le groupe additif des nombres réels, on pose
J={xeR;0< x< 1}.

L’addition de R induit dans ’ensemble RY une structure de
groupe addiiif abélien (voir exercice 29).
a) Vérifier les propriétés suivantes :
— I’ensemble des fonctions fe€RY, continues sur J, est un sous-
groupe de (RY, +), que I’on notera €(]J);
— si, pour tout @ € R, on note ¢, la fonction constante de J dans R
telle que ¢ (x) =a pour tout xeJ, alos I’ ={¢;aeR}
est un sous-groupe de (%(J), +)-

b) On considere les applications F; de #(J) dans R telles que :
1
FoafefM), BsfolfOl R | 10

1
Foso [ e e Fo f e P 4,

Déterminer les F; qui sont des morphismes de groupes de
(¢(]), +) dans (R, +). Pour chacun des morphismes de groupes F.
prouver que, quel que soit aeR, F;(¢,) = a et montrer qu’il
existe un unique m; € R tel que Fi(id; —¢,,) = 0. En déduire
que les Ker F; sont deux & deux distincts.

¢) Démontrer que pour tout F eHom (4(]), R), tel que
F(c,) = a, quel que soit a€R, on a

#(J) = Ker FOT.

En conclure qu'il existe de nombreux sous-groupes H de Z(J)
tels que €(J) =H®T.
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a) Soient deux groupes G, et G,; prouver que les groupes G; X G,
et G, x G; sont isomorphes.
b) T, et T'y étant aussi deux groupes, démontrer la propriété :

My 2Gyet I, ~Gy,) =T X Ty ~Gy XG,.
¢) Montrer que tout sous-groupe de G; X G, est de la forme

H; x H, ou H, et H; sont respectivement des sous-groupes de G,
et G,.

Pour deux groupes G; et G,, démontrer les propriétés :
a) G; ~ G, = Aut(G,) ~ Aut(Gy)
b) G, ~G,; > Int(G) = Int(G,).

Soit {G;};c1 une famille de groupes; montrer que, pour tout
groupe G, I’ensemble Hom(G, Il G;) est équipotent & I’ensem-
i€l

ble II (Hom(G, G))). [Voir le théoréme (1.91).]
i€l



CHAPITRE II

Classes modulo un sous-groupe

Sauf indication contraire, un groupe G quelconque est noté
multiplicativement et ¢ désigne son élément unité.

1 — Classes a droite, classes a gauche
modulo un sous-groupe

A | Relations d‘équivalence modulo un sous-groupe

A tout sous-groupe H d’un groupe G, on peut associer deux
relations binaires Ry et g# définies dans G par :

xRgy < x'eH e 1,8y <« x'yeH.

ProrosiTioN (2.1). G étant un groupe :

1) Pour tout sous-groupe H de G, les relations Ry et g sont des relations
d’équivalence.

2) y=x(Ryg) < yeHx, oi Hx={hx;heH};
y=x(g®) <« yexH, ouxH={xh;heH}.

Preyve : Démontrons la propriété pour %g.

1) Pour tout x € G, ona xx~! =¢ eH, donc x %y x.
Si xy~teH, alors (xy ) ' = ' eH, donc xRy y =y Ry
Enfin, si x7'eH et y7'eH, alors 2y~ yz!' = x2' e H,

d’ot xRy et yRgz = xRy 2.
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2) y=x(%y) <= ww'eH
»wleH <« 3JheH, y=ry

\

dot y=xRg < yeHx

Définitions (2.2) : H étant un sous-groupe d’un groupe G, les
relations &y et ;% sont respectivement appelées : relation d’équi-
valence & droite et & gauche, modulo H dans G.

Pour x € G, les ensembles Hx et xH sont appelés classes a
droite et classes & gauche de x modulo H.

Remarques (2.3) :

1o Les conventions « & droite » et « a gauche » adoptées ici
sont les plus couramment utilisées par les algébristes, cependant,
certains auteurs préférent les conventions opposées, c’est en parti-
culier le cas de S. Mac Lane et G. Birkhoff dans [54].

20 Si le groupe G est noté additivement, %y et g% sont définies

par :
xAgy < (x-—3)eH et xgRy < (—x-+y) eH

Les classes a droite et a2 gauche modulo H d’un élément x € G
sont respectivement :

H+x={h+x;heH} e x+H={x+hhreH}
30 Les classes a droite modulo H étant des classes d’équivalence,
ona:
Hx 2 Hy > HxnHy = o
et si {x;};cq est une famille de représentants des classes & droite

modulo H, distinctes, alors la famille {Hx;};.; forme une partition
de G :

G=UHx, et HxHx, < i#j.

i€l

La méme remarque est valable pour les classes & gauche
modulo H.
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40 Si H{ = G, pour tout x€eG, ona Gx = xG = G, donc
Ry = A st Pégquivalence universelle dans G.

Si H= (¢), pour tout x € G, {x} est & la fois classe 2 droite
et classe & gauche de ¥ modulo (¢), donc £, = 2 est U'égalité
dans G.

50 Quel que soit H< G et quel que soit AeH, on a
Hi =FH = H, donc H est a4 la fois classe & droite et classe a
gauche de A modulo H; en particulier, H{ est classe & droite et a gauche
de ¢ modulo H.

60 Si le groupe G est abélien, quel que soit H < G, et quel que
soit x € G, on a Hx = xH, donc %y = z%.

Dans ce cas, deux éléments x et y de G, équivalents
modulo Zy; (= %), seront dits équivalents modulo H; on écrira :
x = y (mod H).

L’ensemble quotient de G par Ry (= g#) sera noté ¢ et appelé
quotient de G par H. H

70 Si le groupe G est non abélien, alors, pour H ¢ (¢), H # G
et x¢ H, on a, en général, Hx # xH, donc Ry # 2.

. G .
Les ensembles quotients — et —> seront respectivement

7
« () () ©
notés Hdet "),

Exemple (2.4) : Considérons le groupe symétrique Sg qui est
engendré par :

_(123 . (1 23
"1_231) ¢ Ts—(213)

(voir exemple (1.41)).
Pour simplifier I’écriture, posons ici : ¢ = o6; et © = 13; on
a alors S;={¢ 1,060,063 100,607}
Soit H = () = {e,t}. Les classes & droite et & gauche
de S; modulo H sont respectivement :
H ={e 1} H = {¢, 1}
Ho = {6, T0 0} cH = {0,607}

Ho® ={c% 10062 =007} (62H={62,0'207=‘L'06}

Toc #co1 = Ho #2cH, dou %y # Z.
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Exemple (2.5) : Soit H = 2Z un sous-groupe de (Z, 4).
Le groupe (Z, +) étant abélien, on a %y = g% et:

¥ =y(modnZ) < (x—y) enZ,
d’ot x =y (modnZ) < x =y (modn)

(voir exemple (1.13)).
Autrement dit, I’équivalence modulo nZ coincide avec la
congruence modulo 7, d’ou

Z Z
Z=

Le quotient de Z par un sous-groupe nZ est donc muni d’une
structure de groupe, induite par celle de Z (exemple (1.13));
nous verrons plus loin (proposition (2.24)) qu’il en est de méme
pour tout quotient d’un groupe abélien par I'un quelconque de ses
groupes.

B / Théoréme de Lagrange. Indice d’un sous-groupe

ProrosiTiON (2.6). Soient G un groupe et H un sous-groupe de G,
alors toute classe @ droite Hx (respt & gauche xH) est équipotente o H.

Preuve : On sait que deux ensembles sont dits équipotents s’il
existe une bijection de ’'un sur Pautre.

Dans le cas présent, on vérifie facilement que I’application
vy:H —» Hx est une bijection, d’ol le résultat énoncé.
h > hx

CorOLLAIRE (2.7). Dans un groupe G, deux classes & droite ou
& gauche modulo un sous-groupe H sont équipotentes.

En effet, deux ensembles équipotents &4 un méme troisiéme
sont équipotents.

CoroLLAIRE (2.8). Si H est un sous-groupe fini d’un groupe
quelconque G, alors, toute classe & droite Hx, ou & gauche xH, est un
ensemble fini de méme cardinal que H.
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THEOREME (2.9). (Théoréme de Lagrange) (*).

St G est un groupe fini, alors Pordre de tout sous-groupe H de G
divise U'ordre de G.

Preuve : Soit H < G, considérons la famille des classes a
droite; distinctes, modulo H dans G; cette famille forme une par-
tition de G.

G étant fini, il n’y a qu’un nombre fini de classe a droite
distinctes modulo H; soit 2 ce nombre.

Si n=0(G) et m=o(H), alors chaque classe & droite
modulo H a m éléments, d’ott #n = km et par suite m = o(H)
divise 7 = o(G).

CoroLLAIRE (2.10). Si G est un groupe fint, quel que soit x € G,
Pordre de x divise 'ordre de G.

En effet, I’ordre de x est ’ordre du sous-groupe de G engendré
par x.

CoroLLAIRE (2.11). 87 G est un groupe fini, pour tout sous-
groupe H de G, le nombre des classes & droite modulo H est égal au nombre
des classes & gauche modulo H.

En effet, d’aprés la démonstration du théoréme de Lagrange,
qui peut aussi étre faite en prenant les classes & gauche, le nombre

G
des classes a droite (respt a gauche) modulo H est égal a %H—;.

Nous allons démontrer, plus généralement, le résultat suivant :

THEOREME (2.12). Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, les

s () e (S) ant it
ensembles H), ¢ \H , sont équipolents.

Preuve : Considérons la correspondance

o (), (r)
: Hd—> H),
Hx —» x~* H.

(1) Joseph-Louis Lagrange (comte de), mathématicien frangais (1736-1813).
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— Montrons que 6 est une application; il s’agit de prouver que
Hx = Hy implique ¥ *H =y ' H;
or Hx=Hy <« wx'eH
wwleH=y'lex'H
et ytex'H >y 'H=x1H.
— 6 est injective; en effet, supposons 0(Hx) = 6(Hy), c’est-a-
dire s 'H=3"1H. On a alors 7' eH, dou Hx = Hy.

. G
— 6 est surjective, car pour tout élément xH de (ﬁ) on
peut écrire xH = 6(Hx™?). ¢
En conclusion : 6 est une bijection, d’ou le théoréme.

Remarque (2.13) : En théorie des ensembles, I’équipotence de
deux ensembles s’exprime par I’égalité de leurs cardinaux. Le
résultat du théoréme (2.12) se traduit donc par la relation :

() = ((3))

Définition (2. 14) : Etant donné un sous-groupe H d’un groupe G,

le cardinal de (9) (z card((g) )) s’appelle lindice de H
H/, H/,

dans G et se note [G: H].
Si [G:H] est fini, on dit que H est d’indice fini dans G.

ProrosiTion (2.15). 8i G est un groupe fini, alors pour tout
sous-groupe H de G, on a

o(G) = o(H) [G: H] (2)

Preyve : Dans le cas ol G est fini, [G: H] est égal au nombre
des classes a droite (respt a gauche) modulo H, d’oti, d’aprés la
G
démonstration du théoréme de Lagrange, [G: H] = :EH;.
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Remarque (2.16) :

le [G: H] peut étre fini, sans que ni G, ni H le soit. Par
exemple, dans (Z, +) pour tout sous-groupe non nul nZ, on sait

que = = m, donc

[Z:2Z) =n (3)
20 Pour tout groupe G, on a
[G:G]=1 et [G:(e)] =cardG;
en particulier, si G est fini, [G: ()] = o(G).
TuEoREME (2.17). (Théoréme de Poincaré) (2).

Dans un groupe, Uintersection d’un nombre fini de sous-groupes d’indices
Sfinis est un sous-groupe d’indice fini.

Preuve : Soit { H;}, <;<, une famille finie (» > 2 dans N) de
sous-groupes d’un groupe G, tels que pour tout ¢ (1 <7< n),
[G: H,] est fini. Montrons que [G: (1 H;] est fini.

1<i<n
— Considérons le cas n = 2. Pour tout x€G, on a
(HynHy)) x< HyxnHyx.
D’autre part, soit y € H, x n Hy, x; alors
(Ux'eH, et yx'eH,) =>ye(H; nH,) x
dot (H,nHy))x=H;xnHyx 4)
Par hypothése, les classes & droite distinctes modulo H,, et

modulo H,, sont en nombres finis, respectivement, [G:H,] et
[G:H,] et d’aprés (4) on a

[G: H, nH,) < [G: H] [G: H,] (5)
par suite, [G:H,; nH;] est fini.
— En raisonnant par récurrence, on montre alors que la pro-

priété est vraie pour tout z > 2.

(®) Henri-Jules Poincaré, mathématicien frangais (1854-1912).



78 Eléments de théorie des groupes

C | Formule des indices

TutorEME (2.18). Si H est un sous-groupe d’indice fini dans un
groupe G et st K est un sous-groupe de G contenant H, alors K est d’indice
Sint dans G et :

[G:H] = [G: K] [K:H] (6)
La formule (6) sera appelée : formule des indices.

Preuve : Soit {x,};c; une famille de représentants des classes
a droite distinctes modulo XK dans G.

La famille des {Kx;};c; forme une partition de G :
G = ‘lEJIKxi, Kry#Ky; <« i#j
ct card(I) = [G : K].

Soit { 9, }rea une famille de représentants des classes a droites
distinctes modulo H dans K. On a :

K = AlEJAHy,‘, Hy,#Hy, < Arzp
et card(A) = [K : H].

Soit g €G, il existe un unique 7z el tel que geKx,.

On en déduit qu’il existe un unique 2 € K tel que g = ax,.
D’autre part, il existe un unique A€ A tel que a e Hy,.
On en déduit que g e Hy, x;; par suite, on a :

= H .
G (J\,i)lEJA x T I

Démontrons que la famille des Hy, x;,, pour (A7) e A X I
forme une partition de G. Supposons Hy, x, = Hy, x;.

Hec X = KH =K;
or Hy, x, = Hy, x; = KHy, x, = KHy, %;.
KHy, = Ky, = K, :car ) eK;: de: méme KHy, = K;
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on en déduit :

Kx, = Kx;, doni=yj;
par suite, on a

Hy, = Hy,, dou2r=p.

La famille {y, x,}.s)eax1 ¢st donc une famille de représen-
tants des classes A droite distinctes de G modulo H, d’ot :

[G: H] =card(A x I).
Par hypothése, [G:H] est fini, par suite, A et I sont des
ensembles finis, en particulier :

[G: K] = card(I) est fini

et card(A X I) = card(A) card(I) implique :
[G:H] = [G:K][K:H].

Remarque (2.19) : Le théoréme (2.18) peut étre généralisé
dans le sens suivant : si H et K sont deux sous-groupes de G tels
que H < K, alors la formule (6) est valable dés que deux quel-
conques des indices qui y figurent sont finis et le troisitme est
alors fini.

2 — Propriétés des relations d‘équivalence
modulo un sous-groupe

A |/ Comptabilité d’une relation d’équivalence
avec une loi de composition

Soit # une relation d’équivalence définie dans un ensem-
ble (E, -). On dit que :

10 R est compatible & droite (respt a gauche) avec la loi -, si, quels
que soient x, », a dans E,

xRy >x.aRy.a (7
(respt xZy = a.x R a.y) (7
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20 R est compatible avec la loi -, si, quels que soient x, &', , »’
dans E,
xZx et yRY) >xy Ry (8)
ProrosrTioN (2.20).  Une relation d’équivalence R défmie dans un

ensemble (E, -) est compatible avec la lov -, st et seulement si elle est
compatible & droite et & gauche avec cette loi.

Démonstration laissée au lecteur.

_ E
Z étant une relation d’équivalence dans (E, -), posons E = 7
et x = clg(x), pour tout x eE.

ProrosiTioN (2.21). Compte tenu des notations ci-dessus, la cor-
respondance :E X E — E définit une loi de composition interne dans E,

(*%y) P xy
si et seulement si R est compatible avec la loi -
Dans ce cas, la loi de composition interne définie par N est appelée

loi quotient de celle de E par R ; en général, elle est encore notée - et
quels que soient X et y dans E, on a :

55 =77 )

Preuve : )\ définit une loi de composition interne dans E si et
seulement si A4 est une application, c’est-a-dire, si et seulement si,
quels que soient x, x’, 3, 3’ dans E :

F=%ety=p)=>xp=2x.9 (10)
or la relation (10) équivaut & (8), d’ou la propriété énoncée.

Remarques (2.22) :

1o Les définitions de I’addition et de la multiplication dans — ( )
(exemple (1.13) et exercice 21, chap. Ier) sont une illustration
de la proposition (2.21).

2¢ La formule (9) implique que si, dans E, la loi - est asso-
ciative ou commutative, il en est de méme de la loi quotient
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dans E; de plus, si ¢ est élément neutre dans (E, -), alors ¢ est
élément neutre dans (E, ) et si x e E admet un symétrique ™!

dans E, ¥ est symétrisable dans E et ¥~! = x~ L

B / Propriétés des relations du type &g et p%.
Premier théoréme d’isomorphisme

a) Cas général :

Prorostrion (2.23).  Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la
relation d’équivalence Ry (respt o) est compatible & droite (respt @
gaucke) avec la loi de composition de G.

Réciproquement, si R est une relation d’équivalence définie dans un
groupe G, compatible & droite (resp* & gauche) avec la loi de composition
du groupe, alors il existe un unique sous-groupe H de G tel que £ = Ry

(resp R = g ).
Preuve :

le H étant un sous-groupe de G, supposons x et y dans G,
tels que x Zyy et soit a eG.

XAy <= x'eH;

or (xa)(ya)™" = x(aa™ ") ™" = 7,

dot (x Rgy et a €G) = xa Ry ya.

20 Réciproquement, Z étant une relation d’équivalence définie
dans G et compatible & droite avec la loi de composition du
groupe, désignons par H la classe d’équivalence de ¢ modulo #
et montrons que H est un sous-groupe de G. ¢ee H = H # o;
pour x et y dans H,ona x Ze¢ et y #Ze; la compatibilité a droite
de Z avec la loi de composition de G implique alors : xy~ #Z !
et eZy Y, donc xy7'Ze et par suite x ' e H.

Vérifions maintenant que % = %y.

Supposons x Z y; la compatibilité 3 droite de £ avec la loi
de composition de G implique xy~*Z%e, d’olt x ' €e H; on en
déduit : Z < Ay.
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Supposons x %y, C’est-a-dire x~! e H.
wleH <« x'ZRe

et W lRe => xR,
par multiplication 2 droite par », d’olt £z < %; on en conclut
que X = Ry.

b) Cas ot le groupe G est abélien.

Pour tout sous-groupe H de G, on a alors #y = g% (remar-
ques (2.3) 6°); cette relation d’équivalence est, d’aprés les
propositions (2.23) et (2.20), compatible avec la loi de composition

de G; par suite, ’ensemble quotient de G par #g (= g#), noté 0
est muni de la loi de composition quotient de celle de G (propo-
sition (2.21)) telle que quels que soient ¥ et » dans '
Xy=x (11)
De la remarque (2.8) 29, on déduit alors le résultat suivant :
ProPOSITION (2.24). Si G est un groupe abélien, pour tout sous-
groupe H de G, la relation d’équivalence Ry = g est compatible avec
la loi de composition de G et Pensemble g munt de la loi de composition
quotient de celle de G par Ry (= g#) est un groupe abélien.
Remarques (2.25) :
Ie G étant abélien, pour tout X eg, on a ¥ = Hx = xH.
La formule (11) peut donc s’écrire sous la forme :
(Hx)(Hy) = Hy  (ou (xH)(yH) = »H) (12)
En notation additive, (11) et (12) deviennent :
F+y=FF7 (11)
(H+ %) + (H+y) =H+ (x+))
(ou (x + H) + (y + H) = (x +) + H) (127)
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. N . G
20 Si w est la surjection canonique : G > alors, compte

XX
tenu de (11), = est un épimorphisme de groupes.

¢) Cas ot le sous-groupe H de G est le noyau d’un morphisme de groupes.

Soient deux groupes quelconques G et G’ et f € Hom(G, G').
Posons H = Ker f et considérons les relations %y et 5 Z.
Dans G, on a :

xRgy < xm'eKerf
xPRgy < flo') =¢, élément unité de G'.
xAny = f)USONT=¢
dod  x%gy <« Sf(*) =S0)
On vérifie de méme que x 2y < f(x) =f()),
dot Ry =g

Posons alors %: (%)d= (g), (remarque (2.3), 7°).

Puisque H = Kerf, ce quotient sera plus précisément noté

G , .

mct en s’appuyant, comme dans le cas abélien, sur les pro-

positions (2.20), (2.21), (2.23) et la remarque (2.22) 29 on
obtient la propriété suivante :

ProposITION (2.26). Pour tout morphisme f d’un groupe G dans

G
un groupe G', Uensemble quotient Rer f est un groupe par rapport & la
loi de composition quotient, définie par : Xy = xy, quels que soient X

et y dans Ker f et la surjection canonique = :G > Rerf est un épi-

morphisme de groupes. x> X

TutoriME (2.27). (1T théoréme d’isomorphisme) :
Pour tout morphisme f d’un groupe G dans un groupe G', on a :

G
Kerf ~ Imf.
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Preuve : Considérons la correspondance
G
Q- m — Im f
X f(x).
— Montrons que ¢ est une application, c’est-a-dire que x¥' =¥
implique () — £(»)

X =X < xPByx oiu H = Kerf.
H Y

Or, on a vu plus haut que :
(¥ Bgx,avecH = Kerf) < f(x) =f(x) (13)

donc ¢ est bien une application.
— La définition de ¢ implique sa surjectivité.
— On remarque que (13) exprime l'injectivité de ¢.
— Enfin

P(**) = o(xx') = f(x¥) = f(%) f(*),
dou  @(¥¥') = () ¢(*");

on en conclut que ¢ est un tsomorphisme de groupes.

Exercices Chapitre Il

1) Soient H et K deux sous-groupes finis d’un groupe G, tels que
o(H) = p et o(K) = ¢. Montrer que si p et ¢ sont premiers entre
eux, alors H N K est réduit & I’élément neutre de G.

2) Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G. On suppose
[G: K] fmni.
a) Soit {x;};; une famille de représentants des classes 2 droite
distinctes de H modulo H N K.
— Démontrer que, dans G, on a :

Kx‘ = Kxj <> i =j.
En déduire la relation : [H: HN K] € [G:K]; en conclure

que [H:HNK] est fini.
— Prouver que [H:HNK] = [G:K], si G=HK.
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5) On suppose de plus [G: H] fini; montrer que les résultats
précédents impliquent :

[G:HNK]< [G:H][G:K] (formule (5) chap. II)
et que Pégalité a lieu si G = HK.

Soient H et K deux sous-groupes finis d’un groupe G.
On pose [K:HNK]=n. Soit {x};<;<, une famille de
représentants des classes & droite distinctes de K modulo H N K.
a) Démontrer que les { Hx;}, <; <, forment une partition de
Pensemble HK (qui n’est pas nécessairement un sous-groupe).
b) |HK| et |[KH| désignant les cardinaux de HK et KH,
prouver que
_ _ o(H) o(K)
|HK| = |KH| = J(HNK)

¢) Lorsque HK est un sous-groupe de G, vérifier que ¢(HK),
donné par la formule précédente, peut aussi étre obtenu A partir
du résultat &) de D’exercice 2 ci-dessus.

H et K étant deux sous-groupes d’un groupe G, on note F le sous-
groupe de G engendré par H U K.
Onsuppose que [F: H] et [F: K] sont finis et premiers entre eux.
A T'aide de résultats de Pexercice 2 prouver les égalités :

[F:K]=[H:HNnK] e [F:H]=[K:HnK].
Soient H et K deux sous-groupes (non nécessairement distincts)

d’un groupe G. On considére la relation binaire %y g définie
dans G par :

xPAgxy < 3(E)eH XK, y=hxk
a) Vérifier que %y g est une relation d’équivalence dans G

et que la classe modulo Zp g dun élément xeG est
HxK = {hxk; (h, k) e H x K}.

HxK sera appelée « classe double de x modulo H et K » [35].
b) x étant donné dans G, vérifier que I’application

A:HxK — x~1 HxK
hxk > x~Vhxk

est une bijection.
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¢) On suppose que le groupe G est fini; soit r € N* le nombre
des classes doubles distinctes, de G modulo H et K; on les
notera Hx, K, 1 i< r.

Pour tout ¢ (1 < i< r), justifier les propriétés suivantes :

o) |Hx K| =[x Hx, K| (égalité des cardinaux) ;
B) %71 Hx; est un sous-groupe de G et o(x;! Hx;) = o(H) ;

o(H) o(K)___

Y) |Hg K| = o(x1Hx, N K)

(voir I’exercice 3).

En déduire la relation :
o(G) = o(H) o(K) X d;1
i=1

o, pour tout i (1< i< ), d;=o(x!Hx NnK).

d) D’aprés les résultats précédents, a priori, dans un groupe G,
deux classes doubles distinctes modulo H et K ne sont pas, en
général, équipotentes; montrer que la décomposition du groupe
symétrique S; en classes doubles modulo H = {1,) et K = {(1,)>
confirme cette remarque et permet aussi de vérifier que H # K
implique, en général, dans un groupe non abélien, Xy, x # Xx,u
(13, T, : voir notations (1.15)).

6) Soit R considéré comme espace affine euclidien de dimension 1,
muni de la distance habituelle d telle que d(x,y) =[x —y|.
A tout 2€ R on associe la translation :

7, : R >R telle que 7,(x) =%+ a

et o6,:R—>R telle que 6,(x) =a—=x.

a) Vérifier que, quels que soient a, b dans R, o2 =idy et
6,0 Ty = T..40 Gp.

b) Montrer que sur la droite réelle, o, est une symétrie par
rapport a2 un point.

¢) Démontrer que toute isométrie de R est soit une translation,
soit une symétrie par rapport & un point; en déduire que I’en-
semble S (1) des isométries de R est un sous-groupe non abélien
du groupe symétrique Sp.

d) T ={1,;a€R} étant un sous-groupe abélien de Sp (exer-
cice 13, chap. Ier) montrer que [F(1):T] = 2.
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Soit #(2) le groupe des isométries du plan affine euclidien P;
les notations étant celles de Pexercice 26, chap. I€T, on pose

92 =& ((P) U (OEP%(P, 0)).

En utilisant les résultats de I’exercice 26, chap. Ier, démontrer
que Z(2) est ’ensemble des isométries pouvant s’écrire comme
produit d’un nombre pair de symétries (du type s,); en déduire
que 2(2) est un sous-groupe de #(2) tel que [F(2) :2(2)] = 2.

D(2) est appelé : groupe des déplacements de P.

Soient 4 et b deux entiers non nuls, distincts et fixés dans Z.
On considére le groupe (additif) Z x Z et Papplication

¢:ZXZ->Z
(59) ax+ by

a) Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

Déterminer Ker ¢ et Im ¢ (4 étant peeD de a et 4, Im ¢
pourra étre exprimé 4 laide de d).

b) Soit n un entier non nul, fixé dans N.

On considére dans Z la loi de composition interne notée * et
définie par :

xxy=ax + by, quels que soient x et y dans Z.

s e g Z . -
Démontrer que la loi # induit dans 7 une loi de composition
quotient que I'on notera .
z .
¢) Démontrer que, dans 7 lIa loi * est :

— associative si et seulement si n divise a(a —1) et b(b —1);
— commutative si et seulement si # divise (@ — b).

z . .
“Z ;) est un groupe si et seulement si n
. z _ .
divise (a—1) et (b —1); dans ce cas, le groupe (—Z—, ak) est-il
abélien? "

d) Prouver que (

G étant un groupe, soient K £ G et geG. On pose K’ = gKg™1;
démontrer I’égalité [G: K] = [G:K'].

K
Kr b K’ gx

[On pourra considérer la correspondance (g) - (G) ]
a d
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10) Soient G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini dans G.

Pour tout g e G, HgH sera appelée : classe double de G modulo H
(voir Pexercice 5, ci-dessus).

a) Montrer que le nombre des classes doubles de G modulo H
est fini.

b) Etant donné g eG, vérifier que I'on peut écrire :

HgH= U Hgx, oup=[H:Hng ' Hg],

1<i<?

x€H pour tout ¢ (1 i< p) et Hgx, "Hgx; =0, si i #j.

En utilisant I’exercice 9 ci-dessus, prouver que I’on a

HH= U jy¢H,

1€igp

o y;eH pour tout j (1 <j<p) et y,gHNy;gH =10, si
i #J.
On pose z; = y; gx;, vérifier que

HH= U Hz= U zH.

1si<yp 1sigy

¢) En conclusion de ce qui précéde, prouver que, si [G: H] =7,
il existe dans G des éléments g, gy, ..., a, formant une famille
de représentants, a la fois, de ’ensemble des classes a droite et de
Pensemble des classes & gauche modulo H.



CHAPITRE III

\ ’ -
Groupes monogenes. Groupes symétrigues S,

Groupes diédraux

Les familles de groupes que nous étudions dans ce chapitre
représentent des types fondamentaux de structures de groupes,
qui servent souvent de références dans la description d’autres
groupes, éventuellement plus complexes. Par exemple, nous ver-
rons, au chapitre VIII, que tout groupe abélien de type fini est
isomorphe 2 un produit direct de groupes monogénes.

1 — Groupes monogénes

A / Caractérisation des groupes monogénes

La notion de groupec monogeéne a été définie au chapitre Ier
(définition (1.40) 29). Si G est un groupe monogéne engendré
par Iélément x, on dit que x est un générateur de G et si le groupe
est multiplicatif, on écrit :

G =<x)={+";keZ} (formule (19), chap. Ier).
Nous savons (exemples (1.42)) qu’il existe des groupes mono-

genes infinis, tels que Z et des groupes monogenes finis, c’est-a-dire
cycliques (définition (1.43)).

ProrosiTion (3.1). Toute image homomorphe d’un groupe mono-
géne est monogene.
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Preuve : Soit un groupe monogéne G = (x> et soit G’ un
groupe image homomorphe de G (définition (1.60)); f étant un
épimorphisme de G sur G/,

G={+keZ}=>Imf=GCG ={(f(x)); kel},
donc G’ est monogene engendré par f(x).

z
CoROLLAIRE (3.2). Quel que soit n > 0 dans N, le groupe 7
est cyclique. "

En effet (Z, 4) est monogéne engendré par 1 (exem-
ple (1.42) 1°); d’autre part (remarque (2.11) 2°) la surjection

z
canonique = : (Z, +) - (n_i’ +) est un épimorphisme de

groupes, donc 7 ot monogene, engendré par =(l1) =1, et

. Z .
comme - est fini d’ordre n, o7 est cyclique.

Le théoréme suivant fournit alors une caractérisation des
groupes monogenes.

THEOREME (3.3). Si G est un groupe monogéne, alors G vérifie
Pune des conditions suivantes :

1) G ~ Z; dans ce cas G est monogene infini; ou

alors G est cyclique

z
2) il existe n>0 dans N tel que G ~ -7

d’ordre n.
Preuve : Soit un groupe monogene : G = (x> ={1*; keZ}

Considérons I’application ¢:Z — G.
ks a*
La définition de ¢ implique sa surjectivité.
D’autre part, §(k -+ 1) = #*' =x"s", donc ¢ est un 4pi-
morphisme de groupes. Deux cas sont alors A envisager :

Ier cas : ¢ est injectif; par suite, ¢ est un isomorphisme de
groupes, d’ott G ~ Z; G est donc monogeéne infini.

2¢ cas : § est non injectif; Ker ¢ est alors un sous-groupe non
nul de Z, donc il existe un unique »>0 dans N tel que
Ker ) = nZ.
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D’apreés le 1er théoréme d’isomorphisme (théoréme (2.12)),
on a

G
Im¢ Ker ¢’
z .
donc G =~ 7 G est cyclique d’ordre n.

CoROLLAIRE (3.4).

Deux groupes monogénes infinis sont isomorphes.
Deux groupes cycliques de méme ordre n sont isomorphes.

On peut dire aussi « qu’a un isomorphisme prés » les seuls
groupes monogenes sont les groupes quotients de Z (Z étant

Z
identifié a (0))

Remarques (3.5) :
1o Dans le cas o G est cyclique d’ordre », I'isomorphisme

Z
de 7 induit par I’épimorphisme ¢ du théoréme (3.3) est

- Z
Y f7 -G (voir la démonstration du théoré¢me (2.12)).

ki at
Z -
7 =10 1,. ,yn—1}
implique :
G={ex ...,x""1} (1)

Pour % quelconque dans Z, il existe ¢ et r entiers tels que
k=mng+r avec 0<r<n—1, dou

* = (xa")9x" =", car 1" =e.
D’autre part, pour tout keZ, x"* et Pinverse de x*

dans G, puisque x"*a* =¢; de plus 1 <k <n—1 implique
l<sn—k<n—1L
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En notation additive, un groupe G = {(x) cyclique d’ordre 7
s’écrit :

G={0,x2,..., (n—1)x} 1)

20 G étant un groupe quelconque, d’aprés le théoréeme (3.3),
pour un élément x€G, on a:

x d’ordre infini dans G < <(x) ~Z;

z
x d’ordre fini m dans G <« (x) ~ 7

¢ étant Pépimorphisme Z — (x> tel que (k) = #*, on sait
(théoréme (3.3)) que :

(x)y ~Z < ¢ injectif
RN - .
(Elme et (x) ~ m_Z) < ¢ non injectif.

On en déduit que :
x d’ordre infini dans G <« V (k) (R #1[ dans Z = x* # &)
x d'ordre fini dans G <« 3 (k1) (k! dans Z et & = x')
x d’ordre fini dans G <« 3JreZ’, x =e.

ProPosITION (3.6). St G = (&) est un groupe cyclique d’ordre n,
dont Uélément neutre est e, alors :

(keZetx*=¢ <« kenZ

et n est le plus petit entier strictement positif tel que *" =e.

de Preuve : Si G = (x) est cyclique d’ordre 7, nZ est le noyau
I’épimorphisme ¢:Z — G tel que ¢(k) = x¥; par suite

(keZ et x*=¢) <« kend

n est donc, dans N°, le plus petit entier tel que 2" =e.
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CoroLLAIRE (3.7). Soit G un groupe fini d’ordre n.

Soit x € G tel que o(x) = m, alors :

1) (heZetx*=¢) <= kemZ;
2) m est dans N°, le plus petit entier tel que x™ = e;
3) a" =e.

1) et 2) se déduisent de la remarque (3.5), 2° et de la proposi-
tion (3.6). D’autre part, d’aprés le théoréme de Lagrange, mdivise #,
c’est-a-dire que n e mZ, donc x" =e.

Exemple (3.8) : Pour tout entier n > 0, le groupe multiplicatif U,
des racines n-iéme de Pumité dans C, est cyclique d’ordre n.

On sait déa (exemple (1.30)) que U, est un groupe fini
d’ordre #; il suffit de montrer que U, contient un élément d’ordre 7.
kr
Or, U, ={z}ogr<n-1> OU 2 = cCOS -+ 7 sin -

Pour tout £ (0<k<n—1), on a donc z,=2f et n est
le plus petit entier strictement positif tel que zf = e. On en déduit
que U, = {(z).

ProrosiTion (3.9). Tout groupe fini d’ordre premier p est cyclique.

Preuve : Soit G un groupe fini d’ordre premier p; p étant plus
grand que 1, il existe x e G tel que x#e Si m=o0(x), on
a m# 1 etmdivise p (théoréme de Lagrange); par suite m = p,
donc G = {(x).

B / Sous-groupe d’un groupe monogéne
a) Propriété générale :

TuEorEME (3.10) :

Io Tout sous-groupe, non réduit & Iélément neutre, d’un groupe mono-
géne infini est monogéne infini.
20 Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
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Preuve : Compte tenu du théoréme (3.3), il suffit de montrer
que tout sous-groupe non nul de Z est monogéne infini et que,

Z
pour n# 0 dans N, tout sous-groupe de 2z ©t cyclique.

le On sait (exemple (1.28)) que tout sous-groupe non nul
de Z est de la forme nZ, n# 0 dans N.

nZ = {nk =kn;k eZ}
et k# | dans Zimplique kn s In, donc nZ est un groupe (additif)

monogéne infini engendré par #.
20 Soit n# 0 dans N et = I’épimorphisme canonique

z . .o
z > Soit K un sous-groupe de 7T étant surjectif, on a

K =a(a'(K)); or w'(K) est un sous-groupe de Z (propo-
sition (1.55)), donc i existe un unique k € N tel que 7 '(K) = kZ.

K est alors I'image homomorphe par = du groupe monogéne kZ,
par suite K est monogéne, engendré par wn(k) (proposition (3.1))
et K est cyclique, puisque K est fini.

b) Sous-groupes d’un groupe cyclique. Etudions, tout d’abord,
z
les sous-groupes de 7> pour n# 0 dans N.
En reprenant les notations de la démonstration du théo-

z
réme (3.10), on remarque que, K étant un sous-groupe de Tz
7(0) = 0 appartient & K; par suite, on a :

= 1(0) = = Y(K),

c’est-a-dire nZ < kZ; autrement dit, 2 divise n dans N*.
Déterminons I’ordre du sous-groupe K.

- - z
Posons w(k) =k%; on a K = (k) dans oz d’ot

o(K) = o(%) dans n-z—z—

o(%) est le plus petit entier d >0, tel que dk = 0.
Or, dF = dr(k) = (dk),

puisque w est un morphisme de groupes additifs.
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bl ]

% divisant n dans N°, o(%) est nécessairement l’entier d =
On a ainsi prouvé la propriété suivante :

Prorosrition (3.11). Soient n e N* et = Iépimorphisme canonique
Z —> % Pour tout sous-groupe K de %, il existe un unique diviseur k
de n, dans N*, tel que w(k) engendre K et o(K) =

;N

z
CoroLLAIRE (3.12). Le nombre des sous-groupes de 7z (n#0
dans N) est égal au nombre des diviseurs de n dans N°.

z
En effet, d’aprés la proposition (3.11), 7 n’a pas d’autres

sous-groupes que les {(w(k))> ou % divise n, dans N*. De plus, si &
et %’ sont deux diviseurs de #, tels que £ # %" dans N*, les ordres
des sous-groupes {m(k)> et {w(k’))> sont respectivement /% et %,
donc ces sous-groupes sont distincts.

Si > 1, on remarque que z a au moins deux diviseurs dis-
tincts dans N*, 1 et n, qui correspondent, respectivement, au sous-

Z _
groupe plein 77 Ct au sous-groupe réduit a I’élément neutre (0).

Exemple (3.13) : Les diviseurs de 6, dans N, étant 1, 2, 3 et 6,

Z
on peut affirmer que 6Z a quatre sous-groupes distincts :

Y=gz (>={240}
(3>=1{3,0) et <6>= ()
Les sous-groupes <4> et ¢5) coincident donc nécessairement
avec I'un des quatre sous-groupes précédents.
- — - V4
On peut vérifier que (4> =<¢2)> et (5) = 6z o résultats

seront justifiés par les propriétés des générateurs d’un groupe
cyclique (paragraphe C /, ci-dessous).

Z
De I’étude des sous-groupes de 7> pour n# 0, on déduit le
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théoréme suivant, relatif aux sous-groupes d’un groupe cyclique
quelconque (que ’on notera multiplicativement) :

TutorEME (3.14). G = (x) étant un groupe cyclique d’ordre n,
alors, pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d

n
de G et ce sous-groupe est engendré par x* o k = 7

Preuve : = désigne toujours I’épimorphisme canonique Z — 7

D’aprés la remarque (3.4) @ §: 7 G est un isomorphisme de
groupes. (k) > 2

Tout sous-groupe de G est donc Iimage par ¢ d’un sous-

d z
groupe de .

Soit d un diviseur de »n, dans N*; posons % = g

D’aprés la proposition (3.11) et le corollaire (3.12), <(=(k))
est ’'unique sous-groupe de -7 d’ordre d = g

On en déduit que G a un et un seul sous-groupe d’ordre d,
engendré par ¢(w(k)) = %

Remarques (3.15) :

10 Sile groupe G = () est noté additivement, dans ’énoncé
du théoréme (3.14), «* doit étre remplacé par kx.

20 L’étude ci-dessus montre que, lorsqu’un groupe G est ¢yclique
d’ordre =, il existe une bijection entre I’ensemble des diviseurs
de # dans N* et ’ensemble des sous-groupes de G.

Nous verrons plus loin (chap. VI) que cette propriété n’est
pas vérifiée, en général, par un groupe fini quelconque; plus préci-
sément, si G est un groupe fini d’ordre et si d divise #» dans N°,
alors :

a) il n’existe pas nécessairement un sous-groupe de G, d’ordre d
(exercice 10, chap. IV);

b) s’il existe un sous-groupe de G, d’ordre d, il n’est pas néces-
sairement unique.
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ProrosiTiON (3.16).  Soit G un groupe non réduit & I’ élément neutre e ;
alors G n’a pas d’autre sous-groupe que G et (€), st et seulement si G est
cyelique d’ordre premier.

Preuve :

— Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p; p > 1
implique G # (¢); d’aprés le théoréme de Lagrange, ’ordre d’'un
sous-groupe de G ne peut étre que 1 ou p, donc G n’a pas d’autre
sous-groupe que (¢) et G.

Réciproquement, considérons un groupe G # (¢) dont les
seuls sous-groupes sont G et (e).

Soit x # ¢, dans G; le sous-groupe {x)> de G est nécessairement
différent de (¢), donc {(x) == G, c’est-a-dire que G est monogeéne.

Si G était infini, G serait isomorphe a4 Z, donc aurait d’autres
sous-groupes que G et (¢); par suite, G est cyclique.

G n’ayant pas d’autre sous-groupe que G et (¢), 'ordre de G
n’a pas, dans N°*, d’autre diviseur que lui-méme et 1, c’est donc
un nombre premier.

C / Générateurs d’'un groupe monogéne

a) Préliminaires. Rappelons que dans Z deux éléments non
nuls a et b sont dits premiers entre eux, si leurs seuls diviseurs communs
sont 1 et — 1; autrement dit, si 1 est pcep de a et b (Pcep = plus
grand commun diviseur).

— On suppose alors connu le résultat suivant [49] :

THEOREME DE Bezour (). Deux entiers non nuls a et b sont
premiers entre eux dans Z, st et seulement s’il existe u et v dans Z, tels que :

au + bv =1 (2)

Notation : Pour a et b non nuls dans Z, on écrira
(a,8) =1 (3)

pour exprimer que a et b sont premiers entre eux.

(*) Etienne Bezout, mathématicien frangais (1730-1783).

J- CALAIS 4
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En effet, dans Z, un pcep de a et b est souvent noté (a, b)
et (3) exprime que 1 est pccp de a et b.

b) Générateurs d’un groupe monogéne. Un groupe monogeéne quel-
conque sera noté multiplicativement.

Remarque (3.17) : Soit G = (x) ={x*;k €Z}; alors, pour
que #* soit un générateur de G, il faut et il suffit que x e (a*),
sous-groupe de G engendré par »; d’or

x* générateur de G <« ImeZ, P =x 4)

TrEOREME (3.18). Soit un groupe monogéne G = (x).

10 Si G est infinz, alors les seuls générateurs de G sont x et x~*.
20 8t G est cyclique d’ordre n > 1, alors Uensemble des générateurs
de G est formé par les 5, tels que k et n sont premiers entre eux dans Z.

Preuve :

Ie Si G est monogene infini, alors ¢:Z — G est un isomor-
ko a*
phisme de groupe (théoréme (3.3)).
Tout générateur de G est donc I'image par ¢ d’un générateur

de (Z, +)‘
Or les seuls générateursde (Z, -|-) sont 1 et— 1 (exemple (1.42)),
d’ot1 le résultat énoncé.
20 On suppose G = (1), cyclique d’ordre n > 1.
Cherchons s’il existe un entier £# 1 tel que »* engendre G.
D’aprés la remarque (3.17), on a
G=(#*>) <« 3ImeZ, " =x
G=(&* <« dAmeZ, F"'1=e¢
G=<«(#*> < 3AmeZ, (km—1)enZ
G=<(&) <= I(mqeZXZ, knm—ng=1.

D’aprés le théoréme de Bezout, la derniére condition écrite
exprime que k et n sont premiers entre eux dans Z.

Remarque (3.19) : Soit G = (x) cyclique d’ordre », donc
G={ex ...,2" '}, Quel que soit 2eZ tel que (k n) =1
(notation définie plus haut par (3)), il existe s et 2’ dans Z tels que

k =n+k e 1<k n—1
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On a alors
#=2aF, car a™ = (") =¢
et (&, n) =1, car tout diviseur commun a %’ et n divise aussi %.
On en conclut que, st G = (x> est ¢cyclique d’ordre n, alors

les générateurs de G sont les x* tels que k est premier avecnet 1 < k < n—1.
Pour n donné dans N°, posons

E(n) ={keN; 1<ksn—1let (k,n) =1}
Définition (3.20) : On appelle fonction d’Euler (2) I’application
¢:N° - N telle que
¢(1) =1
et quel que soit n > 1, ¢(n) = card(E(n)).

La conclusion de la remarque (3.19) implique la propriété
suivante :

ProrosiTiON (3.21). Le nombre des générateurs d’un groupe cyclique
d’ordre n est égal @ ¢(n), @ étant la fonction d’Euler.
Remarque (3.22) :

Ie La fonction d’Euler est appelée dans certains ouvrages
« Indicateur » ou « Indicatrice » d’Euler.

20 La proposition (3.21) n’a d’intérét que si I’on sait cal-
culer ¢(n); c’est ce que nous ferons dans le paragraphe D [ suivant.
On peut déja remarquer que si p est un nombre premier, alors :

p(p) =p—1

Z
¢) Caractérisation des génbrateurs du groupe (;Z’ —I—) pour n > 1.

. - Z
Remarque (3.23) : Si, pour 2> 1, on considére )

comme anneau commutatif et unitaire (exercice 21, chap. Ier), alors
y Z oo qa e T

un élément k& €z est dit inversible, s’il existe k' €7 tel que

R =1.

(2) Leonhard Euler, mathématicien et astronome suisse (1707-1783).
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ProposiTiON (3.24). Pour n >1 dans N, les générateurs du
z z
groupe cyclique (n_Z’ +) sont les éléments inversibles de I’anneau 7 o

leur ensemble forme un groupe multiplicatif, abélien, d’ordre o(n).

Preuve : D’apres le théoréme (3.18) et la remarque (3.19)»

_ yA
un élément £ de —
nZ.

lement si £ est premier avec n. Appliquons le théoréme de Bezout :
(hyn) =1 <« 3I{R,qeZ XZ, Kt +ng=1
z

« ke, k¥ =1

Z
est générateur du groupe (7—12, —l—) si et seu-

z
Les générateurs du groupe (ﬁ’ +) sont donc les éléments
inversibles de ’anneau .73 notons G,, leur ensemble et vérifions

que la multiplication de ’anneau 7z induit une loi de composition
interne dans G,.

Soient %,, %k, dans G, ct k], k; leurs inverses dans ZZ; alors

(R, k) (Rok}) = 1, car la multiplication de I’anneau est associative,
on en déduit que k, &, € G,.

D’autre part, 1€G, et de plus, si % est dans G,, alors son
inverse &’ est nécessairement dans G,.

Ainsi G, est un groupe par rapport a2 la multiplication de

z
I’anneau 7> Ce groupe est abélien, car ’anneau 7 est commutatif
(exercice 21, chap. I) et il est d’ordre ¢(n), d’apres la propo-
sition (3.21).

Remarque (3.25) :

10 Si p est premier, le groupe G, est d’ordre ¢(p) == p—1,
donc G, = - —{0}, ce qui confirme que 77 est un corps
(exercice 21, chap. I).

2° On peut vérifier que dans tout anneau unitaire I’ensemble

des éléments inversibles forme un groupe par rapport & la multi-
plication de ’anneau.
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D / Produits directs de groupes cycliques. Calcul de ¢(n)
Remarque (3.26).

Le calcul de ¢(n) s’appuyant sur le résultat de la proposi-
tion (3.24), il est commode, dans ce paragraphe, d’utiliser quelques
propriétés liées 2 la structure d’anneau commutatif unitaire

z
de ~7» pour n.> 1 dans N.

Pour cette raison, nous supposerons connues [49] les notions
de morphisme et de produit direct d’anneaux unitaires et nous admet-
trons, pour les anneaux unitaires, le 1er théoréme d’isomorphisme
analogue 2 celui vu pour les groupes (théoréme (2.27)).

a) Produits directs de groupes cycliques. Le groupe produit direct
de deux groupes cycliques n’est pas nécessairement cyclique, puisque

nous savons (exemple (1.86)) que le groupe de Klein, QEZ X oz
n’est pas cyclique.

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer dans quel cas le
groupe produit direct de deux et, plus généralement, de n groupes
cycliques est cyclique (z > 2 dans N).

Rappelons préalablement quelques propriétés arithmétiques
de Z (voir [49], par exemple) :

Etant donné deux entiers non nuls et positifs m et n, dont
d> 0 est un pecp et />0 est un ppcM (plus petit commun
multiple), on a :

a) dl = mn;

par suite, compte tenu de la notation (3), on obtient :
b) (myn) =1 < mn est prcM de m et n;
c) mZ N nZ = IZ (5)

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

LemMe (3.27). Si m et n sont deux entiers mon nuls et positifs,
alors

ml Nn =mZ < (mn)=1 (6)
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Remarque (3.28) : A titre d’exercice, on pourra démontrer le
lemme (3.27), sans I’aide des propriétés rappelées plus haut, mais
en utilisant le théoréme de Gauss [49] :

TutorEME DE Gauss (3). a, b, ¢ étant trois éléments non nuls de Z,
si a et b sont premiers entre eux et a divise be, alors a divise c.

TuEOREME (3.29). Si m et n sont deux entiers positifs non nuls,
alors les anneaux unitaires (donc en particulier les groupes additifs)

Z Z t Z £ hes si et seul t st m el t :
. X nZ e p— sont tsomorp. st et seulement st m et n sont premuers
enfre eux.

Preuve : Notons respectivement ¢ et = les surjections cano-
niques :

c et n sont des morphismes de groupes additifs; de plus, la
4
définition de la multiplication dans ﬁz_i et dans 7 (exercice 21,
chap. I) implique que o et nsont des morphismes d’anneaux unitaires.
On en déduit que I’application

x 1> (o(x), m(x))
est aussi un morphisme d’anneaux unitaires
Kerf={x€Z; o(x) = o(0) et n(x) = n(0)}
d’ot  Kerf = mZ nnZ.

D’aprés le lemme (3.27), on a (en utilisant la notation (3)) :

(myn) =1 < Kerf=mnZ (7)
donc (mn)=1 < Imfox~ minZ (8)

(3) C.F. Gauss, mathématicien, physicien, astronome allemand (1777-1855).
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y yA . .
Or, Im f est un sous-anneau de Z X 7> qui est fini et de

cardinal m»z; on en déduit la relation :
(myn) =1 <> fsurjectif (9)

et par suite :
YA Z Z

mL =~ nd T mnZ
cet isomorphisme d’anneaux unitaires est, en particulier, un iso-
morphisme de groupes additifs.

(myn) =1 < (10)

En convenant de désigner, d’'une fagon générale, par C, un
groupe cyclique d’ordre £, on obtient la propriété suivante :

CoroLLAIRE (3.30). Le produit direct de deux groupes cycliques C,,
et C,, est un groupe cyclique, si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

En effet, le groupe C,, X C, est cyclique, si et seulement s’il
est isomorphe a4 C,_,,.

Remarques (3.31) :

1o Une démonstration directe du corollaire (3.30) est pro-
posée dans I’exercice 1, chapitre ITI.

20 On verra dans Pexercice 2, chapitre III, qu’en explicitant
la surjectivité de f on peut donner une autre démonstration de la
relation (9) ci-dessus.

30 Le théoréme (3.29) et par suite le corollaire (3.30) se géné-
ralisent pour un nombre fini d’entiers my, my, ..., m;, :

CoOROLLAIRE (3.32). Soient m,, my, ..., m; (B > 2 dans N)
des entiers positifs non nuls, alors les anneaux unitaires

Z z Z Z

— e —)
leXmZZ>< ><m,cZ mymy ... mZ

sont isomorphes si et seulement si les m; (1 < i < k) sont deux 2 deux
premiers entre eux.
Cette dermidre condition est donc nécessaire et suffisante, pour que le

groupe produit direct 1 G, soit cyclique, C'est-d-dire isomorphe
a\ C 1igk

myms ... my*

Démonstration laissée au lecteur.
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b) Calcul de o(n) pour n> 1.

LemMme (3.33).  Si m et n sont deux entiers positifs premiers entre
eux, alors :

¢(mn) = @(m) o(n) (11)

Preuve : D’aprés la proposition (3.24), @(mn) est le nombre

des éléments inversibles de 'anneau —=.
mnZ

, , z z
D’autre part, dans ’anneau 7 X gz un élément (o(x), =(y))
est inversible si et seulement si o(x) et n(y) sont respectivement

Y4 Z
inversibles dans —; et —; on en déduit que le nombre des élé-
mZ ~ nZ

. . Z z
ments inversibles dans 7 X gz oSt o(m) o(n).

Si m et n sont premiers entre eux, le résultat du théoréme (3.29)
implique alors :

¢(mn) = o(m) ¢(n).

Remarque (3.34) :

1o Compte tenu du corollaire (3.32), si m,, my, ..., m,
(k> 2 dans N) sont des entiers positifs deux @ deux premzers entre
eux, alors :

p(mymy ... m) = @(my)p(my) . .. ‘P(mrc) (12)
20 Tout entier n > 1 s’écrivant sous la forme
n = g pe .. %,

les p;, étant des nombres premiers distincts et les o, des entiers
strictement positifs, la remarque précédente implique :

o(n) = o(p71) 9(£5?) - .. ¢(H3*) (13)

On est donc ramené a calculer ¢(p*) pour p premier et « > 1
dans N.
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LemmeE (3.35). St peN est un nombre premier, pour tout
a2 1 dans N, on a

e(p?) =p*7'(p—1) (14)

Preuve : On remarque que ¢(p*) est le nombre des entiers &
tels que :

1< k<p® et knonmultiple de p.

Or les entiers m, tels que 1< m < p% qui sont multiples
de p, sont de la forme :

m=pq avec l < qg<p*

il y en a donc p*~1.
On en déduit que @(p%) = p*—p* ' = p*}(p — 1).

TaEtorEME (3.36). Soit n > 1 dans N; st n = prp3e ... pi,
avec k > 1, les p, étant des nombres premiers distincts et les o; des entiers
strictement positifs, alors :

sl o

La formule (15) est une conséquence directe des relations (13)
et (14).

2 — Groupes symétriques S,

Pour tout entier 7 > 1, le groupe symétrique S, (exemple (1.14))
est le groupe des permutations de I’ensemble {1, 2, ...,n}, noté
désormais N,,.

Plus généralement, nous avons vu (lemme (1.74)) que S,
pouvait étre considéré comme le groupe des permutations de tout
ensemble fini de cardinal n.

Rappelons que S, est un groupe fini d’ordre n!, non abélien pour
n>2.
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A |/ Notion de c-orbite (ou orbite suivant o)

a) Support d’une permutation :
Définition (3.37) : Soit 6 €8S,, le support de ¢ est ensemble :
supp(c) ={i eN,; o(t) # i}.

Remarques (3.38) :

10 Dans S,, ¢ =e¢ si et seulement si supp ¢ = o.

20 Quel que soit ¢ #e¢ dans S,, la restriction de o & supp (o)
est une permutation de Uensemble supp(c).

En effet, soit iesupp(o-), posons o(i) = j.

Si j n’appartenait pas 2 supp(a), on aurait o-( J) =Jj; o étant
injectif, o(i) = o(j) impliquerait ¢ =j, ce qui est contraire &
I’hypothése i € supp(o).

La restriction ¢’ de ¢ 4 son support est donc une application
injective de I’ensemble fini non vide supp(s) dans lui-méme; par
suite, ¢’ est une permutation de ’ensemble supp(s), en vertu du
théoréme suivant [57] :

« Si E et F sont deux ensembles finis non vides de méme car-
dinal, alors, pour une application f de E dans F, on a :

Jf injective < f surjective;
donc, en particulier :
S injective = f bijective. »

30 D’aprés la remarque précédente, supp(c™') = supp(o);
on en déduit :

supp(c*) < supp(c), pour tout & € Z.

ProrostTioN (3.39). Dans tout groupe S,, deux permutations dont
les supports sont disjoints commutent.

Preuve : La propriété étant immédiate pour n = 1, suppo-
sons n> 1 et considérons o, # 6, dans S, tels que

supp(c;) N supp(s,) = ».
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Si I'une des deux permutations est I'identité, la propriété est
vérifiée; supposons les deux supports non vides.

Soit ¢ esupp(o;), alors 7 ¢supp(c,) et o,(i) ¢ supp(c;), par
suite :

61065(f) = 6,(i) et oy004(i) = oy(t).
De méme pour ¢ esupp(sy), on a :
G 005(i) = 6y(f) et oy00.(7) = o,(2).

D’autre part, s’il existe i €N, tel que ¢ ¢ supp(e;) U supp(cy),
alors 6,06,(i) =¢ et o0 o-l(z) =1
On en conclut que o, 06, = 0y00,.

b) Notiwon de oc-orbite (ou orbite suivant c). A toute permuta-

tion ¢ €S,, on associe la relation binaire #, définie dans N, par :
iRk < 3IreZ, o(GF)=Fk

11 est facile de vérifier que Z, est une relation d’équivalence

dans N, et que la classe d’équivalence modulo %, d’un élément
teN, est:

Q,(i) ={d'(1); 7 e Z} (16)
Défimition (3.40) : Pour tout c €S, et tout i eN,,

Q,(?) s’appelle la g-orbite de i (ou Porbite de 7 suivant c).

Remarques (3.41) :

1o Supposons n>1 et oc#e¢ dans S, tel que o(c)
on a alors : (o) ={cd";reZ}={e¢o0, .. ,c” '}; par suite, en
notant |Q.(¢)| le cardinal de la c-orbite de 7, on a, pour tout
ieN, :

1<|Q,3G)]<p (17)
Si i¢supp(c), alors Q. (i) ={i}, donc |Q,(i)| = 1

Une c-orbite de cardinal 1 sera dite ponctuelle.
Si iesupp(o), on a nécessairement 2 < |Q,(7)| < p.
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20 Si {75,145, ...,%,} est une famille de représentants des
c-orbites distinctes de N, les {Q (i)}, <.« forment une parti-
tion de N, d’ou

n=_ Z_10,)] (18
1 2 3 45 6
521 6 3 4)

0. ={L53} 02 ={2}, 04 ={(46}

Exemple (3.42) : Soit ¢ = (

B / Cycles dans S,. Transpositions

A titre d’exemple, considérons la permutation :
1 2 3 45 6
T (1 4 3 6 2 5)'
Le support de y est {2, 4,5, 6} et on remarque que :
Y2 =4 y(®H =6 ~(6)=5 et y(5)=2
On dit que, dans le groupe Sg, y est un cycle de longueur 4 et

y est noté (2, 4, 6, 5). La notion générale de cycle dans S, est la
suivante :

Défmition (3.43) : Une permutation y €S, est un cycle de lon-
gueur v (1 < r < n dans N) s’il existe un ensemble ordonné de
r entiers distincts dans N, : j;, js, .. ., J,, tels que :

Y =de YD) =das - YGomt) =der YU = o
et pour tout & eN\(i,jos -« »di}y Y(H) = &.

Un tel cycle sera noté y = (jy, 725 - - +5J,)-
L’ensemble {j,,j2, -..,J,} est le support de y.

Remarque (3.44) :

1 Uncycle (j,Jzs - --»J,) peut aussi &étre noté (i, jry1s - - «»
Josdusdar -+ s o) Quel que soit & (1 <k < n).

20 Tout cycle de longueur 1 est Uidentité ¢ : en effet, si y = (j),
on a y(j) =j et pour tout k#j dans N,, y(k) =%, donc

y=e
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Définition (3.45) : Un cycle de longueur 2 dans S, (n > 2) est
appelé transposition. Si t = (jy, Ja)s on a (1) =Jo» (2 =5
et t(k) =4k, pour tout keN\{j;,/:}

Une transposition dans S, est donc ume permutation qui, dans N,
échange deux éléments et laisse invariants tous les autres (lorsque n > 3).

Exemples (3.46) :

— S, = {e¢, 7} ou 7 est la transposition qui échange 1 et 2.
— Dans S,, les permutations t,, 7,, 73 (notations (1.15))
sont des transpositions et o,, 6, sont des cycles de longueur 3.

Remarque (3.47) : Pour n > 2 dans N, le nombre des trans-
positions dans S, est égal au nombre de couples (3, j) e N, X N,

—1
tels que ¢ #j; ce nombre est donc CZ = n(nT) ([16], [49]).

Définition (3.48) : Dans S, (n 2> 2), le cycle de longueur n :
1 2 3 ...n
=(1,2,...,n) =
Y1 (32’ >n) (2 3 4 ... 1)
est appelé permutation circulaire des entiers 1, 2, ..., n.

Remarques (3.49) :

1o Dans S, (n > 3) un cycle de longueur » n’est pas néces-
sairement la permutation circulaire.

Par exemple,dans S, : y = (; f 2 ;) estlecycle (1, 3,4, 2)
différent de (1, 2, 3, 4).

20 Dans S,, un cycle de longueur r (1 < 7 < n) sera appelé
un r-cycle.

Prorosition (3.50). Dans tout groupe S,, un r-cycle est un élé-
ment d’ordre r.
Preuve : Soit Yy = (Jy,J2s ---»J,) un r-cycle dans S,.

-~ S8i 7==1, alors y =¢, donc ofy) = 1.
— Supposons | <r< n; pour tout 2 (1<k<7r), ona:

Y(jk) :jk+1’ Yz(jl:);= jl:+2’ R Y'_k(jk) =jn s Y'(jl:) =jk-'
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D’autre part, si r <n et ¢ é¢supp(y), alors y(i) =¢.
Les r éléments j,, j5, ..., J, étant distincts, 7 est le plus petit
entier positif tel que y" =¢, d’oi ofy) = 7.

CoROLLAIRE (3.51). &i t est une transposition dans S,, alors
P?=e¢ dmec T =1

Remarques (3.52) :

1o Dans tout groupe symétrique S,, 'inverse d’un r-cycle est
un r-cycle. En effet, si y = (j},Jjz, --->J,), alors
= (jr’jr-—-l’ o)

.Y—l — Yr-—l

Cependant, pour p entier tel que 2 < p < r— 2, 9? n'est pas
nécessairement un cycle (exercice 22, chap. III).

Par exemple, dans S;, si y, est la permutation circulaire :

1 2 3 4 , 1

= (3 4 1 2) n’est pas un cycle.

20 On déduit de 'exemple précédent qu'un produit de cycles
n’est pas nécessairement un cycle.

On remarquera cependant que pour 1 £ 7 £ 3, tout élément
de S, est un cycle.

ProrostioN (3.53). Dans S, (n > 2), une permutation y # e
est un cycle si et seulement si, dans la décomposition de N, en y-orbites,
il n’existe qu'une seule y-orbite non ponctuelle; le cardinal de celle-ci
est alors égal a la longueur du cycle.

Preuve : Soit y un r-cycle dans S,, 1 <7 < n. Posons
Y = (Jusdes -+ 2 de)3
d’apres la proposition (3.50), y est d’ordre r dans S,, d’oit
Q,(j1) ={juy(Jds - Y U0 D
donc  Q.(ji) ={JisJe - - -5 Je}-

D’autre part, si r# 2 et ¢ ¢supp(y), on a Q (i) ={i}; il
n’existe donc qu’une seule y-orbite non ponctuelle et son cardinal
est 7.



Groupes monogénes. Groupes symétriques S,,. Groupes diédraux 111

— Réciproquement, soit y € S, tel qu’il n’existe qu’une seule
y-orbite non ponctuelle de cardinal 7 :

Q) ={5y()s -- Y (N}

Q,(j) non ponctuelle 1mphque l<r<net y#e )
Posons j =j;, v(j) =js ---,Y"7'(j) =J,; Phypothése im-
plique alors que y coincide avec le r-cycle (jy,J2s - - -5Jy)-

C | Décomposition d’une permutation en un produit de cycles
ou en un produit de transpositions

Remarque (3.54) : Dans un groupe §,, on dira que deux ¢ycles
sont disjoints, si leurs supports sont disjoints.

D’aprés la proposition (3.39), deux cycles disjoints commutent.

TuEorEME (3.55). Toute permutation o#e dans S, sécrit
sous la forme :

6= Y10Y20...0%, (19)

ot SEN', vy, Y25 «-es Y, Sont des cycles disjoints, ftous différents
de ¢ et la décomposition (19) est unique & Pordre des facteurs prés.

Preuve : Soit ¢ # e dans S_; le support de ¢ étant non vide,
il existe au moins une c-orbite non ponctuelle Q (7).

Si Q,(i) ={i 0(), ..., c* (i)} avec 2 < p < n; posons
i =j1, O'(l) =Jas - o» Gv—l(i) =jzz

et notons v le cycle (ji,jq, .., J,)-

La restriction de ¢ & {j;,js, ..., J,} est égal A la restriction
de y & son support. Ainsi, A toute c-orbite non ponctuelle £, on
peut associer un cycle y dont le support est Q.

Soit {Q,}, <o« 12 famille des c-orbites non ponctuelles distinctes
dans N,. A toute c-orbite Q, associons, comme plus haut, le
cycle y,, dont le support est Q,. Les c-orbites Q, (1 <¢<+)
étant deux a deux disjointes, les cycles y, (1 < g <'s) sont deux
a deux disjoints, donc ils commutent entre eux.
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Posons ¢’ = y,0Y30 ... 0y, ¢t comparons ¢’ et c.
Soit je U Qp il existe [ (1<I<s) tel que jeQ.

1<gxss . .
Puisque o), = Yuq;, ON a o(7) = 1u(J)-
D’autre part, on peut écrire ¢’ =vy,0 Il y,; pour ¢g#/

. . . . 1<a<s
Y,(J) =Jj, dott &'(j) = w())- 0zt

De plus, sil existe % eN,‘\1 <U<sQ'°’ ona o(k) =k etaussi

xas
6’'(k) = k. On en conclut que ¢ =¢".

Supposons que 6 = y;oYz0 ... oy, soit une autre décompo-
sition de o en un produit de cycles disjoints, tous différents de e.
Pour tout b (1< p <), notons Q, la y,-orbite non ponctuelle;
les cycles v, étant disjoints, les c-orbites non ponctuelles sont alors
les Q, pour 1< p<r La décomposition de N, en s-orbites
étant unique, on en déduit que 7 =5 et qu’il existe une permu-
tation w dans le groupe symétrique S, telle que Q, = Q_ , et
par suite v, = Yn,,; d’ol l'unicité de la décomposition (19) a
Pordre des facteurs pres.

Remarque (3.56) :

1o Compte tenu de son unicité, la décomposition d’une per-
mutation o sous la forme (19) sera appelée : décomposition canonique
de o en un produit de cycles.

20 Le théoréme (3.55) exprime que tout groupe S, est engendré
par Uensemble de ses cycles.

Exemple (3.57) : Soit ¢ la permutation du groupe Sg considérée
dans Texemple (3.42). La décomposition de Ng en c-orbites
implique 6 =1vy,0y, ot v; =(1,5,3) et y, = (4- 6).

On écrira
¢ = (1, 5, 3) (4, 6).
Remarque (3.58) : Etant donné o €S8,, si {Q}c.<; et la
famille de foutes les o-orbites distinctes, alors, en associant éven-
tuellement & toute c-orbite ponctuelle le cycle ¢ de longueur 1,

on obtient, par la méthode du théoréme (3.55), une décompo-
sition de ¢ en produit de ¢ cycles disjoints :

C=TMTioYz20--.-0Y;
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telle que
2 long(y,) =n,

1<ex<t

car pour tout ¢(l < ¢ <), long(y,) = [Q,|

ProrosiTioN (3.59). Soit o#e dans S, (nz2); s
6 =1Yyy0Y20...0%, et la décomposition canonique de o, alors l’ordre
de o dans le groupe S, est égal au PPCM des longueurs des cycles vy,
(I<g<y9).

Preuve : Pour tout ¢ (1 < ¢ <s) posons Q = supp(y,) et
7, = long(y,) = |€,]. Soit [ le ppcM des 7,, dans N°. Quel que
soit ¢ (1 < ¢ < 5), [ est multiple de 7,, donc v} =e¢; or, les y,
commutent donc

Gl=YlloY120...o‘Y£=e;

on en déduit que, si k& = o(c), alors & divise .

D’autre part, ygq, = 0jn,, d'0lt Y, = (Yan,)* = o, = €;
Q, étant le support de’ Ys, on a YE=¢; par suite, % est multlple
de 7., quel que soit ¢(l < ¢ < 7), donc / divise k. On en conclut
que k=1L

THEOREME (3.60). Pour tout n > 2 dans N, toute permutation
c €8S, se décompose, de maniére non unique, en un produit de trans-
positions non permutables, en général.

Preuve : n > 2 implique qu’il existe au moins une transpo-
sition 7 dans S,. ¢ =% donc e est produit de transpositions.

Sachant que toute permutation ¢ # ¢ dans S, est un produit
de cycles (théore¢me (3.55)), il suffit de prouver que tout cycle
est un produit de transpositions.

Soit vy = (Jy,J2s +-+»4,) dans S_, tel que 1 <7< n

Notons (j,,/,) la transposition qui échange j, et j, tels que
I1<p<g<n; en écrivant (7,,7.)(JJn) 2 la place de
(jp:jq) ° (jl’jm)) posons :

Y' = (jnjz)(jz:ja) v (jr-—l’jr)'
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Pour tout & (1<k<r—1), on a Y (j) =jpsr = v();
de plus ¥'(4,) =4, = v(4,). Sl existe keN,\supp(y), alors
Y'(B) =k = y(k).

On en déduit que ¥ =y, d’olt

(1525 -+ s 0s) = (Jrsde) (Jesds) - -+ (Jr—15Js) (20)

De la décomposition canonique d’une permutation ¢ en un
produit de cycles, on peut donc déduire une décomposition de o
en produit de transpositions, mais cette derniére n’est pas unique
si n> 3, car, étant donné une transposition quelconque (j, k)
dans S,, on vérifie facilement que

(J, k) = (L, j)(1, B)(1, 5) (21)
D’autre part, si j, &, [ sont trois entiers distincts dans N, on a
(), BY(R, 1) # (B, ) (4, R);

on en déduit que dans une décomposition d’une permutation
6€S, (n>3) en un produit de transpositions, deux transpositions
distinctes non disjointes ne sont pas permutables.

Exemples (3.61) :

1 2 3 45 6

1 43 6 92 5); y est le cycle (2, 4, 6, 5)

Ie Soit y = (
dans S;.
En appliquant la formule (20), on obtient :
Y = (2, 4)(4, 6)(6, 5).

20 Soit o €S, la permutation de P'exemple (3.42), dont la
décomposition canonique (19) a été déterminée dans Pexem-
ple (3.57) : o= (1,5, 3)(4, 6).

Compte tenu de la formule (20), on a & = (1, 5)(5, 3)(4, 6).

D’aprés la relation (21), on peut écrire

(5.3) = (1, 3)(1, 3)(1, 5),
on en déduit que o = (1, 3)(1, 5)(4, 6).
Remarques (3.62) : Le théoréme (3.60) peut étre démontré

directement, c’est-a-dire sans passer par la décomposition en cycles
(exercice 33, chap. III). Ce théoréme exprime que, pour n > 2,
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le groupe S, est engendré par Uensemble de ses transpositions. Mais il existe
des familles plus restreintes de générateur de S,, comme le montrent
les deux propositions suivantes (voir aussi I’exercice 24, chap. III).

ProrosrrioN (3.63). Tout groupe symétrique S, (n = 2) est
engendré par Uensemble des (n— 1) transpositions de la forme (1,1),
telles que 2 < i< n.

Ce résultat se déduit de la formule (21) et du théoré¢me (3.60).

Prorosition (3.64). Tout groupe S, (n > 2) est engendré par
les (n—1) transpositions de la forme (i, + 1) tellesque 1 <i<n—1.

Preuve : 11 suffit de montrer que dans S, toute transposi-
tion (p, q) telle que 1 < p < ¢ < n est produit de transposition de
la forme (5,741

On raisonne par récurrence sur (g — p).

— Pour g—p=1 ona p, q) (P:P—l- 1)
— Pour g—p > l, on vérifie que :

L =G@g—LoLes—1ig—1L9g;

Phypothése de récurrence implique alors le résultat énoncé.

D / Signature d’une permutation

Définition (3.65) : Soit c €S, (n> 1); si ¢ est le nombre des
c-orbites distinctes dans N, on pose :

g(o) = (— 1)*~* (22)
et e(c) sera appelée signature de la permutation o.
Remarque (3.66) :

— Si c=¢, alors t=mn, donc & (¢) = 1.
— Si 7 est une fransposition dans S, alors t =n—1, d’od

efr) =—1 (23)
— Si y est un r-gyele dans S,, ona t=n—r 4+ 1, d’ou

&(y) = (— 1) (24)
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Lemme (3.67). Soit o €S, (n>2); alors, quelle que soit la
transposition ~€S,, ona :

g(6 0 7) = —€(o) (25)

Preuve : Supposons T = (i, §).

On remarque que si Q (%) est une c-orbite ne contenant ni i,
ni j, alors Qoo, (k) = Qq(k). Considérons alors les o-orbites
contenant ¢ ou j.

Ier cas : i et j sont dans deux o-orbites distinctes; soit :
Q) ={i0(@), ..., 6" i)}
Q,(7) = {1 0(4) ---» ()}
Déterminons €, ..(¢).
o0 1(i) = o(j);
on en déduit que :
pour 1<r<g¢—1, (co1)(t) =0"(j) et (co07)%)=7;
alors  cot(J) = o(t) = (607)%" (i) = o(z),
donc pour
1<s<p—1, (607)?*%(i) =06%(F) et (co7)??(i) =1;
par suite :
Qoos(t) = {4, 0(4)s -+, 67 (4)s s 0(6), - .-, 0”7 }.

Les éléments des c-orbites distinctes dc 7 et de j se trouvent donc
regroupés dans une méme ¢ o t-orbite.

2¢ cas : i et § sont dans une méme c-orbite; soit :
Q@) = {i, o(i), ..., 6" 71(i)}.

J#i et ] € Q,(¢) implique qu’il existe un unique entier 7
tel que 1grg<p—1 et (i) =j.
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Déterminons Q,,.(z).
oo (i) = o(j) = o""(i),
d’ou, pour
I1<i<p—r, (cot)(i) =0 *!(i) et (co7)?7"(1) =1;
par suite,
Qooc(?) = {1, 6" (&), ..., 6" 1(1) }.
On constate que j ¢ Q,..(¢) et de oo 7(j) = o(z) on déduit
Qooe(f) ={)s 0(@), ..., (D) }.

La o-orbite contenant i et j se trouve scindée en deux o o T-orbites
distinctes, contenant respectivement ¢ et j.

On en conclut que si ¢ est le nombre des c-orbites distinctes,
dans le premier cas, le nombre des o o T-orbites distinctes est £ — 1
et, dans le second cas, il est ¢ + 1, d’oi

e(oco1) = —¢(0).
THEOREME (3.68). Soit c €8S, (n> 2);

St o est un produit de k transpositions, alors :
e(0) = (—1)* (26)

et Si 6 =T, 0T0...0T =T, 0Ty0...0T, sont deux décomposi-
tions de o en produit de transpositions, alors les entiers k et I sont de méme
parité.

Preuve : Pour toute transposition t€S,, on a g(t) =—1
(remarque (3.66)); par suite, la formule (26) se déduit facilement
de la relation (25) du lemme (3.67). D’autre part,

’ 14 ’
TP 0Tp0 .0t 0T == 5,070 ... 0 ... T
implique (— 1)* = (— 1)%, donc les entiers % et / sont nécessai-

rement de méme parité.

Remarque (3.69) : D’aprés ce qui précede, associer a tout 6 €S,
sa signature (o) revient a définir une application ¢: S, -{—1, 1}

c b €{o).
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En considérant {— 1, 1} comme un groupe multiplicatif (sous-
groupe de (Q’, X) : exercice 8, chap. I), on démontre le résultat
fondamental suivant :

TuEOREME (3.70). Pour n> 2 dans N, Papplication
e:S, >{—1,1}
6 b &(o)

est un épimorphisme de groupes.

Preuve : La condition 7 > 2 implique la surjectivité de «;
vérifions que e est un morphisme de groupes.

Soient ¢ et ¢’ dans S, telles que :

’ ’ ’ 4
6 =T,0Tp0...0T, €t 6 =T,0T0...07T

oulest, (1 <i<k) etlest; (1 <j</!) sont des transpositions.
Onaalors: coo’' =1,0...07,0T,0... 0T, d’Ol, en appli-
quant la formule (26) :

e(o00) = (— 1)**! = (— * (— 1)
et par suite

e(o o ¢’) = €(o) (o).

Définition (3.71) : Une permutation o €8S, est dite paire si
e(c) = 1 et impaire si e(c) = — 1.

Remarques (3.72) :

1o Toute transposition est une permutation impaire.

20 Une permutation o €S, (n> 2) est paire (respt impaire)
si et seulement si elle est produit d’'un nombre pair (respt impair)
de transpositions.

3¢ Quel que soit 6 €8S, ¢ et 6! sont de méme parité, c’est-a-
dire que ¢(c) =e(o!); en effet, (™) = (e(o))™* dans le
groupe {— 1, 1}.

40 Etant donné o €8S,, le calcul de ¢(s) se fait en appliquant
les formules (22), (24), (26) et en utilisant les propriétés de mor-
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phisme de P’application . En particulier, si on connait la décompo-
sition canonique de o :

G=Y109Y20.--0T1
telle que pour tout ¢ (1 < ¢<s), long(y,) =7, alors
e(o) = (—1)} oll= X r,—s,

1<¢<s
puisque, pour tout ¢ (1 < ¢ <), &(y,) = (— 1) (formule (24)).
Lorsque s est le nombre tofal des c-orbites distinctes de N,,, on
retrouve la formule (22).

Exemple (3.73) :

1° Soit ¢ dans S, la permutation considérée dans Pexem-
ple (3.42); le nombre ¢ des c-orbites distinctes est 3, d’ou ici
n—t=6-—3=3. En appliquant la formule (22) on obtient
e(6) = (—1)® = —1; o est une permutation impaire, ce qui est
confirmé par le calcul de e(o) & partir de la décomposition canonique
de o (exemple (3.57)), ou & partir d’une décomposition de ¢ en
produit de transpositions (exemple (3.61)).

) 1 2 3 456 7 8

20 Soit o—(4 9 56 8 1 7 3) dans S;.

Déterminons les c-orbites :

Q,(1) ={1,4,6}; Q(2) ={2};
Q,(3) ={3,5,8};  Q(7) ={7}.

Il y a 4 c-orbites distinctes, d’olt e(c) = (— 1)*=1 (for-
mule (22)), o est une permutation paire.

Remarque (3.73) : 11 existe plusieurs définitions de la signature
d’une permutation (voir par exemple [5], [54], [56], [57]) mais
toutes sont équivalentes car on peut démontrer que, pour n > 2,
il n’existe qu’un seul épimorphisme € de S, sur le groupe multi-
plicatif {— 1,1} et que e(v) =—1 pour toute transposition
T €s,.

La définition classique de (o) par la formule

N 0

1<i<ksn  k—1

(27)
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ameéne au calcul de la signature & 'aide du « nombre d’inversions
de ¢ », méthode que nous n’avons pas considérée dans cet ouvrage
(se reporter aux références indiquées plus haut).

E / Groupe alterné A,

Etant donné un groupe symétrique S,, désignons par A,
I’ensemble des permutations paires de S,,.

Pour n=1, ona A, =S8, = (¢).

Pour n> 2, A, ={c€S,;e(c) =1} estle noyau de I’épimor-
phisme €:S, -{—1,1}. A, est donc un sous-groupe de S,.

(A, = Kere et € surjectif) »% ~{—1,1}; (théoréme 2.27),

" !
par suite, [S,:A,]=2, d’ob o(An)=%, puisque 0(S,) = n!;
on en déduit ’énoncé suivant :

ProProsITION (3.75). Pour tout n > 2, Pensemble A, des permu-
!
tations paires de S, forme un sous-groupe de S,,, d’ordre %

Définition (3.76) : Pour tout n € N', le groupe A, des permuta-
tions paires de S, est appelé groupe alterné de degré n.

Remarque (3.77) : Pour n > 2, les deux classes de S, modulo A,
sont A, et TA, ={to6;6€A,} ou T est une transposition
quelconque de S

n*

A, =Kere =>1tA, =A, r={co1;06€A,}.

tA,, est Uensemble des permutations impaires de S, et cet ensemble
rest pas un sous-groupe de S,,.

3 — Groupes diédraux D,

Soient P le plan affine euclidien et .#(2) le groupe des isométries
du plan P (exemple (1.34)).
On rappelle que #(2) est un sous-groupe du groupe symé-
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trique SP et que, dans le plan P, toute rotation, toute symétrie
par rapport 4 une droite est un élément du groupe #(2) (exer-
cice 26, chap. I).

Pour n > 2, dans N notons &, un polygone régulier & n sommets
dans le plan P. Soit D, I’ensemble des isométries du plan P qui conser-
vent le polygone &,, autrement dit, qui conservent globalement
Pensemble de ses n sommets.

On vérifie facilement que D, est un sous-groupe de 5 (2).

Définition (3.70) : Pour tout n > 2 dans N, le groupe D, est
appelé groupe diédral de degré n.

ProrpositiON (3.71).  Pour tout n > 2 dans N, le groupe diédral D,
est fini, d’ordre 2n.

Preuve : Soit O le centre du polygone &£, dont les sommets
seront notés A,  A,, ..., A,.

Considérons dans le plan P le repére orthonormé Ozxy tel
que A, soit sur Ox. En prenant pour unité de longueur le rayon du
cercle circonscrit au polygone £,, les sommets A, A,, ..., A,
peuvent étre considérés comme les images des racines rn-iéme de
Punité dans le plan complexe.
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a) Pour % entier tel que 0 < 2 < n— 1, notons p, la rotation
2kr
de centre O et d’angle 0 dans le plan P.
Pour tout entier « tel que 1 < « < 7, ona

pr(A) =Ag, 1<B<n e Pf=oa+kt (modn)

it

D, contient donc Densemble I, des rotations p,, 0 < k< n—1.

D’autre part, pour j et X compris entre Oet n— 1, p.0p; = p,,
avec 0<l<n—1 et l=j+k(modn); de plus, dans le
groupe D,, o' =19p,_,; dou I,< D,. U, étant le groupe
cyclique des racines n-iéme de l'unité dans C (exemple (3.8)),
d’aprés ce qui préceéde, I’application :

r,-1U,
2kmi
pr P> €Xp S

est un isomorphisme de groupes; par suite,

I, est un groupe cycligue d’ordre n.

I, peut étre considéré comme engendré par p,; alors pour
tout £ (0<k<n—1), p, = p¥; en particulier p, = p? = idp,
que I'on notera ¢; d’ou

T, ={6 e85 -5 007} (28)

b) Soit ¢ la symétrie par rapport & Ox, dans le plan P.

c(A;) = A; etpourtoutatelque 2 < a < n o(A)) =A,_,,0;
par suite, ¢, € D, et on remarque que c%=ce.

D’autre part, o ¢ I',; en effet, on a oc#¢ et o(A) = A,
or pour tout 2 (1 k< n—1), p¥A) = A 4.

On en déduit que, quel quesoitk (0 <k n—1), koo ¢ T,
car g¥oo €I, impliquerait ¢ eT,.

De plus, les n éléments p¥oos, 0 < k< n—1, sont distincts;
en effet,

pfoc=pioc >t =pf >k =]

¢) Les résultats obtenus dans a) et b) prouvent que D,, contient
au moins 2r éléments distincts :

n—1 n
€ P15 23 P1 3 Oy P19G, -y P1 o C.



Groupes monogénes. Groupes symétriques S,. Groupes diédraux 123

Vérifions que D, contient exactement 2n éléments.
— 8l n=2:

)}’

- >
M
>
Ks

Les seules isométries du plan P qui conservent A, et A, sont :
la symétrie o par rapport & Ox, la symétrie par rapport & O,
c’est-a-dire la rotation p; de centre O et d’angle =, la symétrie par
rapport & Oy qui coincide avec g, c 6 = o6 0p,; et lidentité ¢; d’ott

D2 = {e’ P15 G, P1 © G} (29)

— Pour n> 3, soit fe F(2) tel que f(Z,) = 2,.

S transforme A; en I’'un des » sommets A, A,, ..., A,.

Lorsque f(A,;) est fixé, il ne reste que deux positions possibles
pour f(A,), car f conserve les distances :

d(f(A1), f(Ag)) = d(Ay, Ag).

Par suite, dés que f(A,) est fixé, les f(A;) pour 3 < i < nsont
déterminés de fagon unique.

On en conclut qu’il n’existe que 27 isométries du plan P qui
conservent le polygone £,, d’ou :

D, ={¢p1, .-l L 0,p100, ...,pt oo} (30)

D,, est donc engendré par p, et o.
On remarque que de la méme maniére on aurait pu prouver

que :
D,={ep .- 076,600, ...,60p]"} (307)
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ProrosiTioN (3.72). Les notations sont celles de la proposi-
tion (3.71) :

10 dans tout groupe diédral D, (n> 2 dans N), fout élément pfoo
O<k<sn—1) est dordre 2;
20 D, est non abélien pour n > 3.

Prevve :

1 Pour k=0, ploc=o0; oron a oc#¢ et 62 =¢ donc
o(c) = 2.

Pour k = 1, considérons (p, o 6)2

— Si n=2, on a vu que p;oc estla symétrie par rapport
a2 Oy, d’ot o(pyoo0) == 2.

— Si > 3, on a vy, dans la partie ¢) de la démonstration de
la proposition (3.71), que toute isométrie f e D, est déterminée
par les images de A, et A,; or on vérifie facilement que :

(pro0)%(A)) = Ay et (pro0)¥(Ay) = A,
d’ot  (pjo0c)? =e; par suite o(pyoc) =2, <carpjocFe.
Pour &> 1
copfoc =coptoc™!, puisque ¢! = g;
alors ocopfoo = (6op 00 V)

d’ot copfooc=rpr% car copoc ! =gl

par suite
(ffoc)? =e
et pioc#e implique o(p¥oo) = 2.
20 Pour n =2, Dy={¢, p1,0,p 006} tel que p;o06 =060 p,
donc D, est abélien.
Onremarqueque Dy = {p,> (o> et {p;> N {c) = (¢), ot
VA z .
D, ~ 27 X 27 (groupe de Klein)

Pour n2 3, 6opjoc™ =pg;1 et pyl = pP~! (#p;), donc
D, est non abélien.
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Remarques (3.73) :

1o Pour tout & (0<k<n—1), (pfoc)?=¢ implique
Go pf = pl_ko o, d’ou
copf =g oo (31)
Compte tenu de la proposition (1.47) et de Pégalité (30)
(ou (30)), on a

D, =T, <c> = (o), (32)

20 On peut vérifier que les n éléments pfoo, 0 <k <n—1,
sont les symétries du plan P par rapport aux n axes de symétries du poly-
gone 2, ce qui justifie géométriquement le fait que ces éléments
sont d’ordre 2 dans le groupe D,.

30 Pour n» > 3, D, a un unique sous-groupe cyclique d’ordre r,
» puisque tout élément de D,\T", est d’ordre 2.

40 Pour n > 3, D, est isomorphe & un sous-groupe de S, et pour
n=23 D3 ~8;. En effet, quel que soit feD,, la restriction
de falensemble des sommets Ay, A,, ..., A, du polygone £, estune
permutation de ces points; on peut donc considérer ’application :

r

n

tel que v,(i) =j < f(A)=A,

On vérifie que y est un monomorphisme de groupes, d’ou
D, ~Imy.

Pour n =3, o(D;) = 6 = o(Sy); P'application injective y est
alors surjective, d’ot Dy ~ S,.

Pour n > 3, on a 2n < n!, donc D, est isomorphe & un sous-
groupe propre du groupe symétrique S, .

ProrosiTioN (3.74). Tout groupe G engendré par deux éléments a
et b tels que

of@) =n (n>2), ob)=2 e ofab) =2 (33)
est isomorphe au groupe diédral D,,.

Preuve : Par hypothése G = (a, b), par suite tout élément
de G est un produit de puissances entiéres (positives, négatives
ou nulles) de ¢ et de . Le groupe G peut donc étre considéré
comme engendré par {(a) U {b).
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Par hypothése,
(a>={a°=e,a,a2, ---aa"—l} et (1))2{1)0:3, b}'

En raisonnant comme dans les démonstrations des proposi-
tions (3.71) et (3.72), on prouve ici que :

— pour 0 < k< n—1, les éléments a* b sont deux 3 deux dis-

tincts et b ¢ (a) implique qu’aucun d’eux n’appartient & (a);

— de plus o(ab) = 2 implique, quel que soitk (0 <k < n—1),

o(d*b) =2 (39

d’ott ba* = a" % b (35)

On en déduit que (a) {(b> = (b> {(a) est un sous-groupe
de G et c’est alors le sous-groupe de G engendré par (a) U {(b)
(voir remarque (1.48) 19), par suite

G = (a)<b),

dot G ={ea...,a"" bab,...,a" b}

Le groupe G est donc d’ordre 2n et est parfaitement déterminé
par la donnée de ses deux générateurs a et b satisfaisant aux condi-
tions (33).

Or les générateurs p, et o du groupe diédral D, satisfont aux
conditions (33); par suite un morphisme ¢ € Hom(D,, G) tel
que ¢(p;) = a et ¢(c) = b est nécessairement un isomorphisme
de D, sur G.

Remarque (3.75) :

Le groupe diédral D, n’est pas isomorphe au groupe des quater-

nions Q g.
Ces groupes sont tous deux d’ordre 8 et non abéliens, mais Q g

n’a qu'un seul élément d’ordre 2, alors que D, en a cing.

Exercices Chapitre Il

Un groupe cyclique d’ordre k, multiplicatif, sera noté C,.

1) Soient deux groupes cycliques C, et C, (m # n).
On pose G, =(x) et C, ={1).
a) Soient aeC, et beC, tels que o(a) =7 et o(b) =s.
Quel est ordre de 1’élément (a, b) dans le groupe C,, X C,?
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b) A TIaide du résultat obtenu dans a), démontrer le corol-
laire (3. 30).

Soient m et n des entiers non nuls dans N.

a) Démontrer que m et n sont premiers entre eux, si et seu-
lement si, quels que soient a et b dans Z, il existe x € Z tel que :

x=a (modm) et x=b (modn).
[Utiliser le théoréme de Bezout.]
b) On note, respectivement, ¢ et 7 les surjections canoniques :

YA y A
Zﬁ"’;!—z- et Z‘%ﬁ.

A Taide du résultat a), prouver que I’application

Z Z
207 X g

x B> (o(x), 7(x))

est surjective si et seulement si m et n sont premiers entre cux;
retrouver alors le réultat du théoréme (3.29).

3) a) Déterminer le groupe multiplicatif G;; formé par les éléments

inversibles de ’anneau 5z

b) Démontrer la propriété : G5 ~ G, X C,.

4) a) (Théorétme d’Euler) : Soit neN*; soit aeZ, premier

avec n; ¢ désignant la fonction d’Euler, démontrer la relation :
a*™ =1 (mod n).

b) (Théor¢me de Fermat) (%) : Soient p un nombre premier
et a€Z, prouver la relation : a? =a (mod p).

5) a) Soit G un groupe abélien et S ={ay, ay, ...,a,} une partie

finie non vide de G (r 2 1 dans N).
Vérifier que

(8) ={daa...dvr; B, eZ pour tout i (1 <ig )}

Comment s’écrivent les éléments de (S) si le groupe G est
additif?

(4) Pierre-Simon de Fermat : mathématicien frangais (1601-1665).
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6)

7)

8)

9
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b) Soit G un groupe abélien de type fini; démontrer que si
tout élément de G est d’ordre fini, alors G est fini.

Soit G un groupe fini dans lequel tout élément x vérifie la condi-
tion : a2 =e¢ [d’aprés Pexercice 5, chap. I, G est abélien].

Soit {a;, a5, ...,4a,}, r=1 dans N, une famille génératrice
de G; on suppose cette famille minimale, c’est-a-dire qu’aucune
famille génératrice de G ne contient moins de r éléments.

a) Montrer que tout x € G s’écrit de fagon unique :

x=dadke ...d, aveck; €{0,1}, pourtout:i (1<i<gr).

b) Prouver que Pon a: G~ Cy X G, X ... X Cy (r fois);
en déduire 'ordre de G.

Montrer que le groupe additif Z X Z est de type fini, mais n’est
pas monogéne.

a) Démontrer que le groupe (Q, 4-) n’est pas monogéne.

[On powra supposer <%z> = Q et montrer que 51,—2 €Q
conduit 4 une contradiction.] En déduire que le groupe (R, +)
n’est pas monogeéne.

b) Démontrer que le groupe Q est engendré par I’ensemble :

{i; neN’.
n!

¢) Montrer que tout sous-groupe monogéne, non nul, de Q
est infini.

d) Prouver que tout sous-groupe de type fini, non nul, de Q
est isomorphe au groupe Z.

Soit # le groupe des transformations conformes du plan (exer-
cice 27, chap. I).
a} Soit G le sous-groupe de 5# engendré par ’homographie g
définie par g(z) = z-+ 1, pour tout z€C et g(oo) = co.
Montrer que G est isomorphe au groupe Z.

b) Soient « et B dans C tels que a s I; on considére h e
tel que h(z) = axz + B, pour tout z2e€C et h(c0) = co.

Démontrer que % est d’ordre fini dans J# si et seulement si «
est une racine de l'unité dans C.
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10) Soit C, un groupe cyclique d’ordre n >1; on suppose n =rs
dans N°.
a) Soit f: G, — C, tel que, pour tout aeC,, f(a) = a'.
Vérifier que fe End(G,) et que Kerf={ae C,;o(a) divise r}.
En déduire que si C, = (x), alors, pour tout aeKerf, il
existe £ eN°, tel que a = »°%
Déterminer les ordres des sous-groupes Ker f et Im f de C,,.
b) Soit k& Pendomorphisme de C, tel que, pour tout 2 €C,,
h(a) = a*. Prouver que Imf < Kerk et Imk = Kerf; en déduire
que Imf= Kerh.

11) Dans le groupe GL(2, C), trouver les ordres des matrices suivantes :

(1 0) 1 1 (—i 0)
0 —i/)’ (0 1)’ 0 i)’
(2 ——3i) ( 2 -—2i) 1 2
1 +i ) \—3 42i)° (1 1)'
) ) a b
12) Soit G I’ensemble des matrices de la forme ( ) ol a, b, ¢ sont
des nombres réels tels que ac # 0. 0o ¢
a) Vérifier que G est un sous-groupe de GL(2, R) et que G
est infini, non abélien.
b) Soit HI’ensemble des éléments de G pour lesquels a = ¢ = 1.
Prouver que H est un sous-groupe de G isomorphe au groupe (R, +).
¢) Déterminer dans le groupe G tous les éléments d’ordre 2.

Montrer que, dans G, le produit de deux éléments d’ordre 2
peut étre d’ordre infini.

En vue des exercices 13, 14, 15 ci-dessous, on rappelle que
si a et b sont deux entiers non nuls et si d est un diviseur commun
A a et b dans Z°, alors d est p.c.c.D. de a et b si et seulement si :

(a=da’ et b =db") = a’ et b’ premiers entre eux;
I =dda' b’ est alors p.p.c.M. de a et b.

13) Soit C, un groupe cyclique d’ordre 7 >1 et soit £ un entier tel
que 1<k<n—1.

Démontrer que o(x*) =§, ou d est P.c.c.p. de & et n.

14) Soit G un groupe quelconque; soient x et » deux éléments d’ordre
fini dans G, tels que o(x) =m >1 et o(y) =n>1.
On suppose que x ef y commulent dans G.

J. CALAIS 5
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15)

16)

17)
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a) Prouver que xy est d’ordre fini dans G.

En serait-il nécessairement de méme si x et » ne commutaient
pas? (voir DP’exercice 12 ci-dessus).

b) Montrer que si m et n sont premiers entre eux, alors
o(xy) =

¢) Onsuppose metnnon premiersentreeuxet {x>N{(y) = (e,
e étant I’élément unité de G.

Prouver que o(xy) = ! ol [ est p.r.c.M. de m et n.

Si {x> N ) # {e), vérifier que ’on peut seulement affirmer
que o(xy) divise /. Trouver au moins un exemple pour lequel
ofxy) < L

d) Etant donné une permutation ¢ # e dans un groupe symé-
trxque S, (# = 3), retrouver, a I’aide des résultats preccdents, que
si 6=+Yj0Yg0...07%, estla décomposition canonique de ¢ en
un produit de cycles, alors ’ordre de o, dans le groupe S, est
le p.p.c.M. des longueurs des cycles y; (1<i<s) (proposi-
tion (3.59)).

Soit G un groupe abélien fini (G # (e)).
Soit s = sup{o(x); x € G}. Démontrer que x* =e¢, quel que
soit x € G (voir Pexercice 14 ci-dessus).

N.'N

Soit p un nombre premier; on considére le groupe G = pzi

Combien le groupe G contient-il :

a) d’éléments d’ordre p?
b) d’éléments d’ordre p2?
¢) de sous-groupes d’ordre p?
d) de sous-groupes d’ordre $2?

Etude du groupe des automorphismes d’un groupe monogéne.

Soit G un groupe monogéne; on pose G = (x).

a) Montrer que, quel que soit o € Aut(G), «(x) est un géné-
rateur de G.

6) On suppose G cyclique d’ordre n >1. Etant donné un
entier £ premier avec n et tel que 1 < A< n—1, on considére
Papplication A: G — G. Vérifier que A € Aut(G).

a>a

Démontrer alors qu’il existe un isomorphisme de groupes de

Aut(G) sur le groupe multiplicatif G, des éléments inversibles de

P’anneau o7 en conclure que le groupe Aut(G) est abélien et

d’ordre ¢(n).
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¢) Onsuppose G monogéne infini; prouver que le groupe Aut(G)
est cyclique d’ordre 2.

d) A T’aide des résultats précédents, trouver des exemples de
groupes non isomorphes dont les groupes d’automorphismes sont
isomorphes.

18) Soit G un groupe abélien, fini, d’ordre n > 1; on note ¢ son élément
unité. On suppose que G satisfait & la condition (2) suivante :

@) : pour tout entier positif d divisant », il existe au plus d élé-
" | ments x de G tels que 2% =e.

On pose n=7pfpde...p2, les p; (1< i< k) étant des
nombres premiers distincts et les «; des entiers strictement positifs.

a) Montrer que pour tout ¢ (1 < i< k) il existe au moins
n 7

un élément b; € G tel que b,-;" # e. Vérifier que b‘;‘ # e implique
fn

bf-_g—i #e.

En déduire que pour tout 1 (1 g i< k) il existe g, €G tel
que o(a) = pfi.

b) Démontrer, en utilisant le résultat b) de I’exercice 14
ci~dessus, que le groupe G est cyclique.

¢) Soit K un corps fini (il est commutatif d’aprés le théoréme
de Wedderburn (5) [39]). On considére le groupe multiplicatif
K* = K\{0}. Sachant que tout polynéme & une indéterminée sur
un corps commutatif K, de degré d> 1, a au plus d racines
dans K, démontrer 4 I’aide du résultat §) ci-dessus que le groupe K*
est cyclique.

En conclure que, si p est un nombre premier, le groupe G, des
€léments inversibles du corps pEZ est cyclique d’ordre (p — 1).

19) Soit G un groupe fini d’ordre n > 1, d’élément unité e.

On ne suppose pas G abélien, mais on suppose que G vérifie la
condition (&) de P’exercice 18 ci-dessus.

On note D I’ensemble des entiers positifs diviseurs de #.

On remarque que D contient au moins 1 et n.

a) Pour tout d €D, on désigne par «(d) le nombre des élé-
ments de G, d’ordre d; on a a(d) > 0. Justifier ’égalité :

n=3 a(d) )
aeD

(5) J. H. Maclagan Wedderburn, 1882-1948.
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b) ¢ désignant la fonction d’Euler, démontrer que :
(deD et a(d) # 0) => a(d) = ¢(d).
¢) En considérant un groupe cyclique C,, justifier ’égalité :

n= % o(d) (2)
deD

d) Déduire des résultats ci-dessus que l'on a a(r) >0; en
conclure que G est cyclique.

Groupe des éléments inversibles de I’anneau ”i
premier et n 2 1 dans N. P’z
On note G, le groupe multiplicatif des éléments inversibles

, ou p est un nombre

de Pz On rappelle que, pour » = 1, le groupe G, est cyclique
(voir exercice 18 ci-dessus).

1o Justifier la propriété : G,, est un groupe abélien d’or-
dre p"1(p—1).

20 On consideérele cas p = 3, n = 2. Déterminer le groupe G,,
vérifier qu’il est cyclique et trouver tous ses générateurs.

Dans les trois questions suivantes, on suppose que le nombre
premier p est impair et le but de ces questions est de prouver que,
dans ce cas, pour tout z 21 dans N, le groupe G,, est cyclique.

30 Pour n >1 dans N et x€Z, on note ¥ la classe de x
modulo p* Z et x la classe de x modulo . On considére la cor-
respondance :

©:G—>G,
T b

a) Vérifier que ¢ est une application et montrer que c’est un
épimorphisme de groupes.

b) Quel est I'ordre du sous-groupe Ker ¢ de G,,?

Caractériser les éléments x € Z tels que x € Ker ¢.

¢) Soit x un générateur du groupe G,; dans G,,, on considére
Iélément y = (x)*"'. Trouver ’ordre de y dans G,,.

40 g) Soit reN tel que 1 <7r<p—1; C; désignant le
nombre des combinaisons de p éléments r A 7, vérifier que Cf, = pa,
ot AeN" et p ne divise pas A.

b) Démontrer que, pour tout 7€N, on a

(14+p7—1=p'*1p, ou peN' et p ne divise pas p.

[Faire un raisonnement par récurrence sur r.]
¢) Trouver Pordre de 1 +p dans G,,.
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5¢ Montrer que les résultats précédents impliquent que le

groupe G, est cyclique [voir exercice 14 ci-dessus].
E 1 G,, esti he 2 z X z
n conclure que G, est isomorphe 2 T YA

6° On considére le cas ot p =2 et n >1.

a) Déterminer les groupes G,, Gg; sont-ils cycliques?

b) Pour n >3, prouver, grice 4 un morphisme de groupes
convenable de G,, dans Gg, que le groupe G,, n’est pas cyclique.

Pour chacune des permutations suivantes, déterminer : sa décompo-
sition canonique en produit de cycles disjoints, son ordre, sa signa-
ture et une décomposition en produit de transpositions

(123456)
6, =

3546 2 1

1 23456789
"2=(469725813)

1 234567 8 9 10 11 12
63:(342187911121056)

Calculer o{°, o}, c}'.

Etant donné un rcycle vy, dans S, (n>3, r23) tel que
Y = (J1>J2» - - - Js)s Vérifier Pégalité :

Y = (o) Grsde—t) -+ (o)

Soit ¥ un r-cycle dans S, (r 2 2); pour quelles valeurs de p entier
tel que 1< pgr—1, v® est-il un cycle?

Soit 2 3 dans N et ¥y un r-cycle dans S, tel que
Y = (J1sJas - - -5 Jn)-

a) Etant donné o€8S,, démontrer que 6oyooc ! estle
T-CYCIC (U(j]), U(jz), ERE) c(jr))

b) Soit y, = (1,2, ...,n) la permutation circulaire dans S,;
p étant un entier tel que 1 € p < n, expliciter la permutation v{.

On pose 7, = (1,2); calculer yfo 7,0v77; en déduire que
les permutations t, et 3, engendrent S, .

En application du résultat a) de Pexercice 24 ci-dessus, démontrer
que, pour n > 3, le groupe Int(S,) des automorphismes intérieurs
de S, est isomorphe 4 S,.
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27)

28)

29)

30)
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Soit n2> 4 dans N. Pour g, j, &, [ distincts dans N,,, vérifier les
relations :

J) LR = @ik et G5 KD =G45F GikD.

En déduire que le groupe alterné A, est engendré :

a) par Pensemble des 3-cycles de S,;

b) par Pensemble des 3-cycles de laforme (1, ¢,§) pour 2< i< n,
2<j<n;

¢) par I’ensemble des 3-cycles de la forme (1,2,7), 3<i<n

Dans S, on pose : K ={e, (1,2) (3,4),(1,3) (2,4),(1,4) (2 3)}

Vcnﬁer que K est un sous-groupe commutatif de A,; écrire
sa table de multiplication; en déduire que K est isomorphe au
groupe de Klein.

a) Soit H={oc€eS;;0(l) =1}. Vérifier que H est un sous-
groupe de S; et trouver son ordre.

b) Soit K ={6€8;; 6(1) =1 ou o(l) =2}. Montrer que
K n’est pas un sous-groupe de S;.

¢) r et n étant des entiers tels que 3 < 7 < n, on pose

F={ceS,; Vi (I1<i<r), 6@ €{1,2,...,7}}

Prouver que F est un sous-groupe de S, et déterminer son ordre.

Dans S, on considére les permutations suivantes :
T = (l’ 2, 3) (4’ 35, 6) (7’ 8, 9), G = (4’ 5, 6) (7’ 8, 9),
+=(1,4,7) (25,8)(3,6,9).

a) Vérifier que = commute avec ¢ et T.

b) Quels sont les ordres des permutations =, 6, T €t co7?

¢) Calculer TocoT ! et v 'ocov; en déduire que 7 est
une puissance de 6o 7.

Soit G un groupe fini, d’élément unité e. U désignant I’ensemble
des éléments d’ordre 2 dans G, on suppose card(U) > 1.

a) Montrer que G est nécessairement d’ordre pair.

b) Soient u et v dans U, vérifier que 'ona v~ ! =u et v~ ! = u;
en déduire que le sous-groupe {u,v) de G engendré par u et v
est tel que :

<u3 v> = {e, u’ v’ (uv)m, u(uv)”’ v(uv)?; (m) n’ p) € Zs}'
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¢) On pose t = w et on note k 'ordre de ¢t dans G; montrer
que I’on peut écrire

{us o) ={t, ..., e,uut, ..., utk"1},

Calculer (ut)?; en conclure que {u, v) est isomorphe au groupe
diédral D, [on pourra distinguer les cas 2 =2 et & > 2].

Soit R considéré comme espace affine euclidien de dimension 1.

Les notations sont celles de Pexercice 6, chap. II.

A tout n€Z on associe la translation 7,: R — R telle que
T,(x) = x + a.

a) Vérifier que, pour tout n€Z, on a 1 =1,.

b) On pose Sg(Z) ={¢ €F(1); ¢(Z) = Z}; prouver que
Sg(Z) est formé par ’ensemble des 17 et des 1§ o oy, pour neZ,
cp étant Pisométrie de R telle que x> —=« (voir 'exercice 6,
chap. II); en déduire que Sg(Z) est un sous-groupe de #(1).

Le groupe Sg(Z) est appelé : groupe diédral infini et il est géné-
ralement noté D,.

a) Soit n2 3 dans N; on pose a = exp (2%”) dans C.

Démontrer que le groupe multiplicatif engendré par les matrices
complexes :

0 01
0 ot 1 0
est isomorphe au groupe diédral D,,.

b) Vérifier que le groupe diédral D, est isomorphe au groupe
multiplicatif engendré par les matrices réelles

o 1 01
U=( ) et V=( )
—1 0 1 0

Soit n> 2 dans N. Démontrer par récurrence sur n que toute
permutation 6 €S, est un produit de transpositions appartenant
as,.

[Pour n >2 et c#e dans S, vérifier qu'on ne restreint
pas la généralité en supposant o(n) = ks n; poser alors
7= (k,n); montrer que Tooc peut ére considéré comme un
élément de S,_, et utiliser ’hypothese de récurrence.]



CHAPITRE 1V

Sous-groupes normaux

1 — Notion de sous-groupe normal (ou distingué).
Groupe quotient

Les résultats du chapitre II montrent que, dans un groupe G,
les seules relations d’équivalence # qui permettent de définir dans

, G . . . G .
I’ensemble 7 une loi de composition quotient telle que 7 Soit

un groupe canoniquement homomorphe a4 G, sont les relations
d’équivalence compatibles avec la loi de composition de G; de
plus, si #Z est une telle relation, il existe un sous-groupe H de G
tel que # = %y = g% (conséquence de la proposition (2.23)).

Or on sait (exemple (2.4)) que dans un groupe non abélien,
pour un sous-groupe H quelconque, on a en général Ry # g#;
cependant, si H est le noyau d’un morphisme, alors les équivalences
a droite et & gauche modulo H coincident (proposition (2.26)).

I1 est donc important de savoir distinguer, dans un groupe G,
les sous-groupes H pour lesquels %y = g%, en effet, comme
nous le verrons par la suite, ces sous-groupes jouent un réle
fondamental.

Définition (4.1) : Dans un groupe G, un sous-groupe H est
dit normal (ou distingué) st Ry = g.
Remarque (4.2) :

1° Dans tout groupe G, (¢) et G sont des sous-groupes normaux.
20 Dans un groupe abélien, tout sous-groupe est normal.
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Notations (4.3) :

16 On écrira H < G pour exprimer que H est un sous-groupe

normal de G.
20 Si Ha G, on écrit :

x =y (mod H)
«x équivalenta y modulo H »,alaplace dc x Zzy (< xgZ)).

, . G G G
L’ensemble quotient (ﬁ)d = (ﬁ), est noté 78

Le théoréme suivant précise I'intérét des sous-groupes normaux
signalé dans Pintroduction de ce chapitre; il est conséquence
directe des propositions (2.21), (2.23) et de la remarque (2.22) :

THEOREME (4.4). 87 H est un sous-groupe normal d’un groupe G,
alors Pensemble quotient i peut étre muni de la loi de composition quotient

induite par celle de G, telle que :

Xy = xy, quels que soient X, y dans 0

. . G . .
relativement a cetle lo, fj ©st un groupe et application canonique

G
n:G > ot un épimorphisme de groupes.

G
Définition (4.5) : Si H< G, le groupe g et appelé : groupe

quotient de G par le sous-groupe normal H.

On a rappelé plus haut que le noyau d’un morphisme de
groupes est un sous-groupe normal. Le théoréme (4.4) montre
que, réciproquement, tout sous-groupe normal est le noyau d’un
morphisme de groupes; en effet, H <G implique H = Ker =,

ol 7 est I’épimorphisme canonique G — 0 d’olt une premiére
caractérisation des sous-groupes normaux :
THEOREME (4.6). Dans un groupe G, ona H < G si et seulement

s'tl existe un groupe G’ et un morphisme f e Hom(G, G') tel que
H = Ker f.
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Exemple (4.7) :

1© On a vu au chapitre III que, pour tout entier zn > 1,
le groupe alterné A, est le noyau du morphisme de groupes
e:S, -{— 1, 1}; on adonc 4,<S§,.

2° Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
commutatif K, le groupe linéaire spécial SL(E) est par définition
le noyau du morphisme de groupes d tel que :

d: GL(E) - K*
u > dét(u),

ot dét(x) est le déterminant de I’automorphisme linéaire z [50];
on en déduit que : SL(E) < GL(E).

On a donc aussi, pour tout entier n > 1, SL(n, K) < GL(n, K)
(voir exemple (1.63)).

32 Pour un espace vectoriel euclidien E de dimension finie,
le groupe orthogonal O(E) est le noyau du morphisme A tel que :

A:GO(E) - Rj,
U,

ou A, est le rapport de la similitude u (exemple (1.64)); par
suite on a :

O(E) < GO(E).

2 — Notion de groupe simple

Définition (4.8) : Un groupe G est dit simple si G # (¢) et
s’il n’a pas d’autre sous-groupe normal que G et (e).

ProposiTiON (4.9). Les seuls groupes simples abéliens sont les
groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve : Un groupe cyclique G d’ordre premier est abélien et
il n’a pas d’autres sous-groupes que (¢) et G, donc il est néces-
sairement simple.

Réciproquement, supposons que G soit un groupe abélien
simple; cette hypothése implique G # (¢), donc il existe x#e
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dans G. Le sous-groupe {x)> étant normal dans le groupe abé-
lien G, nécessairement (x> =G

Le groupe G est donc monogéne et, puisqu’il est simple, il ne
peut étre que cyclique d’ordre premier.

Remarques et exemples : Dées les premiers développements de la
Théorie des groupes, plusieurs familles infinies de groupes simples
non abéliens sont connues; citons comme exemples :

10 les groupes alternés A, pour n> 5 (exercice 6, chap. V);

20 les groupes linéaires projectifs spéciaux PSL, (K) ([2], [8]) :
K étant un corps commutatif et » un entier tel que » > 1,
si Z(SL,(K)) désigne le centre du groupe linéaire spécial SL, (K)
(exemples (1.63) et (4.7)), on démontre que le groupe

SL,(K)
Z
est simple, saufpour n = 2 et K = 57 °u K= 37 (voir [2],
[41], [65])-
Un groupe PSL,(K) est fini ou infini suivant que K est
fini ou infini.

Il existe d’autres familles de groupes simples, définies de fagon
analogue, C’est-a-dire & partir de certains sous-groupes de GL,(K)
(voir les références ci-dessus).

Les groupes de matrices (groupes linéaires) ainsi que tous les
groupes qui s’y rattachent (sous-groupes, groupes quotients, etc.)
sont désignés depuis H. Weyl (1885-1955) [74] sous I’appellation :
« Groupes classiques » ([19], [22]); aussi les groupes simples évoqués
plus haut sont dits : « Groupes simples classiques », ils ont été mis
en évidence par C. Jordan (1838-1922) [42] et L. E. Dickson
(1874-1954) [21].

Par ailleurs, E. L. Mathieu (1835 1890) avait découvert
vers 1860 cing groupes finis simples qui n’appartenaient & aucune
famille infinie connue de groupes simples, ce qui leur a valu
Pappellation de groupes simples « sporadiques ». 11 s’agissait de
certains sous-groupes des groupes alternés A,;, As, Ay, Ay et
A,,; ils furent respectivement notés My,, M,,, My,, Mgy, M,, [65].

Aucun autre groupe simple fini ne fut trouvé avant 1955;
cette année-13, le mathématicien francais C. Chevalley (1909- )
donna une méthode de construction de familles de groupes simples,
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parmi lesquelles on retrouvait celles qui étaient déja connues [12].
Un autre résultat fondamental fut démontré en 1963 par les
mathématiciens américains W. Feit et J. G. Thomson [29] :

« Tout groupe simple fini, non abélien, est d’ordre pair »

Pintérét de cette propriété est d’impliquer I’existence d’au moins
un élément d’ordre 2 dans tout groupe fini simple non abélien;
cela résulte directement du 1er théoréme de Sylow (chap. VI),
mais on peut aussi le démontrer de fagon élémentaire (excrcice 33,
chap. IV).

A partir de 1964-1965, la découverte de nouveaux groupes
« sporadiques » incita plusieurs mathématiciens, pour la plupart
américains, 2 intensifier leurs recherches et A unir leurs efforts
en vue d’aboutir & une « classification » compléte de tous les
groupes simples finis [33]; ils semblent y étre parvenus vers la
fin de I’année 1980 ([3], [17]).

3 — Etudes des sous-groupes normaux

A /| Caractérisations et propriétés

TrEorEME (4.10). H est un sous-groupe normal d’un groupe G
st et seulement s'il vérifie Pune des cing conditions équivalentes suivantes :

Hxr=xH, VYxeG (1)
sHx'=H, VxeG (2)
x'Hx=H, VxeG (3)

xhx ' e H, VheH, VxeG (4)
x'hx e H, VheH, VxeG (5)

Preuve : Par définition, H< G équivaut & Ry = g%, or,
Ry =g% <= Hx=-xH, VxegG,
dot H<G < (1).

--— Supposons Hx = xH; pour tout 2 eH, il existe # e H
tel que hx = xk', Cest-a-dire A= xk'x"'; dou H < xHx.
L’hypothése implique aussi que, pour tout 4 eH, il existe
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F'eH tel que xk=h"x Cest-a-dire xhx™!=4#", dou
xHx ' < H; par suite (1) < (2).

— Compte tenu de la bijection x> x™! de G sur lui-méme,
ona (2) < (3) etaussi (5) < (4).

— Montrons que (1) équivaut a (4).

Si Hx = xH, alors pour tout 2 € H, xk € Hx, donc xhx~' e H;
on en déduit : (1) = (4). Supposons (4) vérifiée; soit xh € xH;
alors (4) implique =xkhx™' e H, donc il existe A eH tel que
xhx~' = k', C'est-2-dire xh = k' x; par suite xH < Hx. On
prouverait de méme que Hx < xH, d’ou (4) = (1).

Remarques (4.11) :

1 Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, tels que
H < K, alors I'une quelconque des cinq propriétés du théo-
réme (4.10) caractérisant un sous-groupe normal permet de
vérifier que : H<a G => H<K.

Par contre

H<K => H<G;
H<G #K<G et H<K KaG)+HG
(voir exercice 9, chap. IV).

20 Le théoréme (4.10) exprime que H est un sous-groupe normal
de G si et seulement si H est stable par tout automorphisme intérieur de G.

Exemples (4.12) :

1° Pour tout groupe G, on a Int(G) < Aut(G); Int(G) est
le groupe des automorphismes intérieurs de G, c’est-a-dire de la
forme : 6,: G -G et on vérifie facilement que, quel que soit
x> gxg !

o € Aut(G),
% oG,0 o= Cato) *

20 Considérons dans le groupe symétrique S; engendré par

(1 23 . _(123
°—(231)° T—213)

(exemples (1.41) et (2.4)), le sous-groupe N = (o> = {¢, o, 6%}



142 Eléments de théorie des groupes

Ona S;={¢ 1,060,064 60T,Toc} et c2oT =700, To6® =007}
par suite, les classes a droite et & gauche modulo N sont :
{ N = {¢, o, 6%} ‘ N = {¢, 5, 6}
T

N,={v 601,100} N={t,100,601}

pour tout « €S;, on a N« =aN, dou N <S§;,.
32 Soit G un groupe quelconque et Z(G) son centre :

Z(G) ={aeG; ax = xa, Vx € G}.

Z(G) est un sous-groupe de G et quels que soient x e G et
ae€Z(G), xax'eZ(G), donc Z(G) <G.
On vérifie que, plus généralement :

(H< G e Hc Z(G)) = H<G.
ProrosiTioN (4.13). Pour un groupe G de centre Z(G), on a :

G . .
7(C) monogéne = G abélien.

Prewve : Soit = la surjection canonique G —>Z—(—(J—)

Z_g}) étant monogene, il existe a € G tel que =(a) engendre
_G_
Z(G)

Pour tout x € G, posons ¥ = w(x). Soient x et y quelconques
dans G :

G _ o
2-(GT)=<0> > @@ (mn) eZ X Z,x =a"y=a");
par suite, il existe z, et z, dans Z(G) tels que :

x=a" 2 et  y=a"z;

on en déduit que xy = a™*" 2z, 2z, = yx, donc G est abélien.
On note que, si G est un groupe abélien, Z(G) = G implique

évid N 2
videmmen . Z(G) 'monog.cn_c.
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ProrosiTiON (4.14). Soient G un groupe et H un sous-groupe de G,
alors :

[G:H] =2 =H<G.

Prewve : [G:H]=2=>H#G.

VxeG\H, G=HUHx=HuxH
[G:H]=2 < HnHx=9, HnNniH=e.

[G:H] =2 < Hxr=G\H=1H,
dot  [G:H]=2 = H<G.

Exemples (4.15) :

1e Pour tout entier 7z > 2, on sait que [S,:A;] =2, on
retrouve ainsi la propriété : 4,95, (exemple (4.7) 1°).

20 Dans le groupe diédral D, d’ordre 2n, le sous-groupe
cyclique d’ordre », I',, est d’indice 2, d’ou I', < D,.

30 #(2) et D(2) désignant respectivement le groupe des iso-
métries et le groupe des déplacements du plan affine euclidien,
d’aprés P’exercice 7, chapitre II, on a [J(2):9(2)] =2, d’ou
2(2)5(2).

40 Soit O(E) le groupe orthogonal d’'un espace vectoriel eucli-
dien E, de dimension finie (exemple (1.64)). On démontre en
algébre linéaire [51] que ueO(E) < (detw)2=1. Si
O*(E) désigne le groupe des rotations de E, c’est-a-dire le noyau
du morphisme de groupes :

O(E) -{—1,1},
ub> détu
on a [O(E):O*(E)] =2, dou O*(E) < O(E).

Prorosition (4.16). Soient G un groupe et {H,},c; une famille
de sous-groupes de G, alors :

(H,<G,Viel) > QIPL<G.

Preuve : Soient he[1 H, et xeG; ona heH,, quel que

i€l
soit iel, par suite : (H;<G,Viel) >xhx~1eH;, Viel,
d’ou la propriété énoncée.



144 Eléments de théorie des groupes

ProrosITION (4.17). Soient deux groupes G et G' et f e Hom(G, G'),
alors :

a) H< G = f(H) < f(G); st f est surjectif, alors f(H) est normal
ns G’.
b)) H'aG' = f~YH')<G.
Preuve :

a) Soit yef(H) et z¢ef(G); il existe heH et xeG tels
que 5 = f(k), 'z = f(x), alors :

2t =fx) SR (f()) =SSR S(x),
donc  zyr ! = f(xhx~1).
H< G implique xkhx~1eH, par suite, zyz!ef(H), d’ou
S(H) <f(G).
b) Soit
hef-1(H) et xeG;
S eH et flxhe) = f£(x) f(B) S(()
alors H' <G’ = f(xhx™1) e H,
d’ot  xhx~lef~Y(H') et, parsuite, fY{H') <G.
Prorosition (4.18). Soient H et K deux sous-groupes d’un
groupe G ; alors :
2) HaG>HnK<K.
b) Ha G = HK sous-groupe de G et H < HK.
Preuve :
a) Soit h e H nK; T’hypothé¢se H <G implique
khk~1eH NnK,
quel que soit keK, dol HnK <K

b) Montrons que H < G implique HK = KH, ce qui prou-
vera que HK est un sous-groupe de G (proposition (1.47)).
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Soit heH et keK.
H<G =>k1hkeH,

donc il existe &' e H tel que &1 hk = k', C’est-a-dire hk = K&,
d’ot HK < KH.

On vérifie de méme Pinclusion KH < HK; ainsi, HK étant
un sous-groupe de G :

(H < HK et H<G) = H < HK.

B / Classes de conjugaison. Normalisateur

Etant donné un groupe G, on note #(G) I’ensemble de ses
parties.

Définitions (4.19) : Soient G un groupe et S # o dans Z(G).
On dit que S’ € Z(G) est conjuguée de S, s’il existe x € G tel
que S' =xSx"1, o aSx1={xsx"1;5eS}. On vérifie faci-
lement que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence dans
2(G), en convenant de considérer la partie vide comme conjuguée
d’elle-méme.

Etant donné S # & dans 2(G), la classe d’équivalence de S,
modulo la relation de conjugaison, est ’ensemble {4Sx~1; x € G},
appelé classe de conjugaison de S.

Remarques (4.20) :

1o Si S et S’ sont conjuguées, non vides, dans Z(G) et telles
que S’ = xSx~1, alors S’ est I'image de S par "automorphisme
intérieur o,; par suite, S et S’ sont des ensembles équipotents;
en particulier, si S est fini, tout S’ conjugué de S est fini et
|S'[ = IS].

20 Si S ={g} ou geG, la classe de conjugaison de S est
dite classe de conjugaison de g; elle est formée par 1’ensemble des
xgx~1 x décrivant G.

Tout xgx—1 = c,(g) est dit conjugué de g dans G, et la relation
de conjugaison dans G est une relation d’équivalence.

30 Si H est un sous-groupe de G, tout conjugué de H étant
de la forme H' = xHx! = ¢,(H) est un sous-groupe de G,
isomorphe 2 H.



146 Eléments de théorie des groupes
Définition (4.21) : Etant donné une partie non vide S d’un
groupe G, on appelle normalisateur de S dans G I’ensemble
Ng(S) ={xeG; x8x1 =S} (6)
On vérifie sans peine que, quel que soit S # o dans 2(G),

Ng(S) est un sous-groupe de G.
Si S={g}, ou gegG,

Ng(g) ={xeG;xgx 1 = g} ={x € G; xg = gx};

c’est-a-dire que Ni(g) coincide avec le centralisateur de g dans G,

noté C;(g) (exercice 17, chap. I).
Pour S € #(G), tel que |S| > 1, le centralisateur de S dans G :

Co(S) ={xeG; xsx 1 =35, Vse8S}
est, en général, un sous-groupe propre de N;(S) et on vérifie
que Cgy(S)<N,(S). La notion de normalisateur fournit wune
nouvelle caractérisation des sous-groupes normaux :
THEOREME (4.22). Soit H un sous-groupe d’un groupe G, alors :
HsG <« NH) =0G.
Ce résultat se déduit immédiatement de la définition de Ng(H)
et de la condition (2) du théoréme (4.10).
ProrosiTioN (4.23). Soit G un groupe :

a) Pour tout sous-groupe H de G, on a H < Nz(H).
b) Si H et K sont deux sous-groupes de G tels que H < K, alors :

H<K = K < Ny(H)
¢) K<Ny(H) = HK <G et H<HK.

Preuve :

a) On remarque que la définition de Ng(H) implique
H < N;(H); d’autre part :

x e Ng(H) <« xHx1=H,
d’ott H < Ng(H).
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b) Si'ona H< K <G, alors:
H<K =>iHEF1'=H, Vkek
dot K < Ny(H).

¢) Soit K un sous-groupe de Ng(H); considérons heH et
keK; ona ke Ng(H), donc £ e Ny(H), parsuite 21 Ht = H;
on en déduit qu’il existe A" e H tel que kA 1hk =4, dou
hk = kK, ce qui implique HK < KH.

De fagon analogue on montre que KH < HK, donc HK est
un sous-groupe de G.

H < Ny(H) et K < Ny(H) implique HK < Ny(H);

or d’aprés a) H est normal dans Ng(H), par suite H, qui est un
sous-groupe de HK, est normal dans HK.

Remarque (4.24) : D’aprés le b) de la proposition (4.23), pour
tout sous-groupe H de G, Ny(H) est le plus grand sous-groupe de G
dans lequel H est normal.

4 — Etude des groupes quotients

A / Propriété universelle du groupe quotient

THEOREME (4.25). Soient G un groupe et H-un sous-groupe normal
de G; soit © Iépimorphisme canonique G — s alors, quels que soient
le groupe G’ et le morphisme f e Hom(G, G') tel que H < Kerf,
il existe un unique morphisme ¢ € Hom (g, G') tel que pom=f

Preuve : Considérons le diagramme :

T G
G ~u
7
S .7 7
4 )
V4
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G

ol ¢ est la correspondance G > H (8)
X f(x)
a) Vérifions que, grice 2 la condition H < Kerf, ¢ est une
application, c’est-a-dire que ¥ = x' implique f(x) = f(x).

X=x' dans-ﬁ < xx1eH

et H c Kerf > f(xx"1) = ¢,
¢’ étant I’élément unité de G';
or  f(xx"7Y) =f(x) (f(¥)71=¢, donc f(x) =f(x)
b) ¢ est un morphisme de groupes, car :
¢(%y) = o(®) =S(»)
et Sy = f(x)f(»), puisque f est un morphisme,
dolt  ¢(*y) = o(*) ¢(F).

¢) w(x) =X, pour tout x €G, implique ¢on = f, c’est-a-dire
que le diagramme (7) commute.

d) 1l reste & prouver lunicité du morphisme ¢; supposons qu’il
: G ,
existe ¢’ € Hom T G') tel que ¢’ om=f; alors, pour tout
X e 0 on a:
¢'(%) = ¢’ o m(x) =f(x),
donc ¢'(X) = @(x) et par suite ¢’ = ¢.

COROLLAIRE (4.26). Les hypothéses étant celles du théoréme (4.23),
dans le diagramme (7) on a :

a) f surjectif = ¢ surjectif ;
b) H = Ker f = ¢ injectif ;

d’oir ¢) f surjectif et H = Ker f = ¢ est un isomorphisme.
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Preuve :

a) Si f est surjectif, pour tout y € G/, il existe x € G tel que
y =f(x); mais @(¥) = f(x), par suite, quel que soit y e G', il
. G _
existe X €H tel que y = ¢(¥), donc ¢ est surjectif.
b) Supposons H = Ker f et ¢(X) = ¢’; on a alors f(x) = ¢,
donc x € Kerf, c’est-a-dirc x € H, par suite ¥ =¢, donc ¢ est
injectif.

Remarques (4.27) :

1° On notera que la « propriété universelle » du groupe
quotient énoncée dans le théoréme (4.25) est une propriété du

! G
couple (ﬁ’ 'n.') .
20 En application du corollaire (4.26) on retrouve le 16T théoréme
d’isomorphisme démontré au chapitre II (théoréme (2.27)).
En effet, si fe Hom(G, G') et si f; désigne la restriction sur-
jective de f, C’est-a-dire le morphisme : f;:G —Imf, alors,
x b f(#)

d’aprés le théoréme (4.25), il existe un unique morphisme

¢ € Hom (R;f’ Im f) tel que le diagramme suivant commute :
G
G - Kerf
7~
(PPt ©
»~

Imf

On a donc gow =f;, dou ¢(X¥) =f(x) pour tout xeG
et @ est un isomorphisme de Rerf sur Im f, puisque f; est surjectif
et Kerf, = Kerf.

G G
3° H < G implique ﬁimage homomorphe de G, car 0= Im =

dans le diagramme (7). D’autre part, d’aprés le premier théoréme
d’isomorphisme, toute image homomorphe d’un groupe G est
isomorphe & un groupe quotient de G.
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On en conclut qu’d un isomorphisme prés les seuls groupes images
homomorphes d’un groupe donné G sont les groupes quotients de G.

A un isomorphisme prés, un groupe simple n’a donc pas d’autre
image homomorphe que (¢) et lui-méme.

B / Sous-groupes d’un groupe quotient

THEOREME (4.28). Soit G un groupe et H < G; soit © I'épimor-

phisme canonique G — g

= . G
a) Tout sous-groupe K de q Pimage par m d’un unique sous-

groupe K de G contenant H; plus précisément :

K=mn(K) ot K=n4K); deplus n(K) = g

b) Si K, est un sous-groupe de G tel que H ¢ K, alors HK, est
un sous-groupe de G contenant H et

HK,
™Ky =g (10)

Preuve :
- G .
a) Soit K un sous-groupe de 0T étant un morphisme de

groupes, -n:—’(I_{) est un sous-groupe de G.
Posons K =7n"1K) et ¢ =mn(e); e e K=>n"1e) < K,

or  nl¢)=H, dou HckK.

w étant surjectif, K = n—l(l_{) implique K = n(K).
D’autre part, H-4G implique H <K; on en déduit que
K
n(K) = i
Démontrons I'unicité du sous-groupe K de G contenant H, tel
que K = n(K). _
Supposons qu’il existe K’ € G telque H = K’ et n(K') = K;

si K =n"1YK), alors, K = n(K) = n(K’):
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Quel que soit &' € K’, il existe ke K tel que
(k') = n(k), donc k' e Hk;
alos H c K =% ek,

d’ot K’ € K. On vérifie de méme linclusion K < K’, par
suite K' =K.

b) Soit K, <G tel que H ¢ K;. D’aprés la proposi-
tion (4.18), H < G implique HK, sous-groupe de G et H < HK,,

donc =w(HK,) = HTKI

D’autre part, = étant un morphisme de groupes, =(K;) est un

G
sous-groupe de "

n(x) en(K,) < 3k eK,, Hx=Hzk
d’ot  =w(x) en(K,) < =n(x) ew(HK,),

C’est-a-dire que
HK
wc) =
Remarques (4.29) :
1o Le a) du théoréme (4.28) exprime que la correspondance
K 1K) est une bijection de ’ensemble des sous-groupes

de g sur Pensemble des sous-groupes de G contenant H.

20 Dans le 5) du théoréme (4.28), HK, est le sous-groupe
de G engendré par H U K;; sile groupe G est additif, (10) s’écrit:

H+ K,

H (10

n(K,) =

Exemple (4.30) : D’aprés ce qui précéde, pour n > 1 dans N,

Z .
tout sous-groupe de 7 s’écrit 7 avee nd < kZ; or :

nZ c kZ <« Fk divise n dans N°.
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On retrouve ainsi le corollaire (3.12), c’est-a-dire que le
z
nombre des sous-groupes de 7 o5t égal au nombre des diviseurs
de n dans N°.
ProrosiTion (4.31). Soit G un groupe et H < G.

a) St K et K’ sont deux-sous groupes de G contenant H, alors :

K_K
HéKSK':’ﬁéﬁ (11)
K G

Preuve : Soit = la surjection canonique G — g

K K’
a) H< K < K’ = n(K) < n(K’); c’est-a-dire 8<H

K
b) Onsuppose H < K et K < G; soit m(k) eq ©t () e(ﬁ};
alors =(x) ®(k) (m(x))~! = nm(xkx—1)
KaG <« V(#x)eK X G, sxkx1ek,

alors (Hg<Ket K<G) < V (n(k), n(x)) e% X %,
w(x) (k) (n(x))"! e n(K).
On en déduit que :

H<sKet KaG) < dg.

i

C / 2° ot 3° théorémes d’isomorphisme
LemmE (4.32). Soient deux groupes G et G’. Etant donné H < G,
H' <G et feHom(G, G’) tel que f(H) < H', il existe un unique
~ G G _
nwrphismefeHom( )telquefon=1r’of, olt et 7' sont les

. . G G’
épimorphismes canoniques G — H e G —> rd

c ¢
L8 SC
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Prewe : f(HHcH <« Hcf1(H'). ¢ étant I’élément
unité de G’, on a :

Ker (n'of) ={xe€G;n’ o f(x) = n'(¢’) }
Ker (n'of) ={x e G;f(x) e H'},
d’ot Ker (n' o f) = f"1(H').
Alors la condition H < Ker (7’ o f) implique, d’aprés le théo-
réme (4. _25), I’existence d’un unique morphisme f € Hom g, %)
tel que forw =n"of, d’olilediagramme commutatif:

G S - G’
nJ ' (13)
G ay G’

poTTT oo —

Remarque (4.33) : Compte tenu du corollaire (4.31), dans le
lemme ci-dessus on a :

1 =’ o f surjectif implique fsurjectif; on notera que =’ o f peut
étre surjectif, sans que f'le soit (voir la preuve du théoréme (4.34)).
20 Ker(n' o f) = H, qui équivaut a f~1(H’') = H, implique

Jf injectif.
TuEorREME (4.34). (2¢ théoréme d’isomorphisme.)
Soit un groupe G et H < G; alors, pour tout sous-groupe K de G,

. K . ,
les groupes quotients ARK et H existent et lon a :

K  HK
————— ~ o (14)

Preuve : D’aprés la proposition (4.17), ’hypothése H< G
implique, d’une part, HNK <K et, d’autre part, HK sous-gr(;gpe

de G et H <HK; d’ou Pexistence des groupes quotients
HK
0

HnK
et
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Désignons par j I'injection canonique : K — HK.
Soient 7 et =’ les épimorphismes canoniques associés aux
. K HK
groupes quotients ArE et '

JHNK)=HnK =>j;j(HNnK) < H.

Le lemme (4.32) implique alors existence d’un unique mor-

. K HK , .
phisme (PEHom(H_nI—{’T) tel que pon =n"0oj.

K J -+ HK
7 ™
K ate HK
HnhK ~ ~ ~ — ——— —™H

' oj est surjectif; en effet, =’ oj(K) = =n'(K) =EHI—<-; par
suite, ¢ est surjectif (remarque (4.33)).

D’autre part, j771(H) = H n K, puisque j(x¥) = x pour tout
¥ €e K. On en déduit que ¢ est injectif (remarque (4.33)). En
conclusion, ¢ est un isomorphisme.

Remarque (4.35) : Si le groupe G est additif, la relation (14)
s’écrit :
K H -+ K

HrK> H (%)

ct, dans le cas particulier ot la somme des sous-groupes H et K est
directe, on obtient :

HeK

H:K

puisque H n K = (0).
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TuforEME (4.36). (3 théoréme d’isomorphisme.)

Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G, tels que H < K,
H«<G a K<G, alors on a :

(15)

=@
R
TR @

Preuve : Notons, respectivement, o, © et n' les épimorphismes

canoniques associés aux groupes quotients

Hec K = ¢(K) = %, sous-groupe de %

D’aprés le lemme (4.32), il existe un unique morphisme

G
¢ € Hom %,—g— tel que con=n"00 :
H

c G
G H
T 1!'
_ G
¢ __ 3¢ _H
K K
H

7’ et o surjectifs implique =’ oo surjectif, donc ¢ surjectif.
Ker(n’ 0o 6) = K, donc o est injectif. On en conclut que o est un
isomorphisme.
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5 — Groupe dérivé. Sous-groupe caractéristique

A / Groupe dérivé d’un groupe

Définition (4.36) : Soit G un groupe; a tout couple (x, y) d’élé-
ments de G, on associe ’élément x7'y~ ' xy noté [x,y].

[x,»] s'appelle le commutateur de x et y dans G.

Remarques (4.37) :
le G abélien < [x3]=¢ V(%) €G X G.
20 (H < Getxouydans H) = [x, 3] e H.

Défmition (4.38) : Etant donné un groupe G, on appelle groupe
dérivé de G le sous-groupe de G engendré par Pensemble des commu-
tateurs de G; on le note D(G).

D’aprés la remarque (4.37), on a :
G groupe abéliecn < D(G) = (e).
THEOREME (4.39). Soit G un groupe; on a :
a) D(G) < G;
G
b) st N <G, alors 5 est un groupe abélien st et seulement si D(G) < N;

N
ticulier o est abili
en particulter D(G) est abeiien.
Preuve :

a) Quels que soient x, », z dans G,

d’une part :
xol s =
d’autre part :
[z %2, 27 p2] = 27 a7 227  y ! 22 w2 y2
= iyt

dov  Zlx, ) z= [7txz yz].
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On en déduit que D(G) est normal dans G.
G .. = - G
b) N abélien <« xy=27y% V&x y dans N
Xy =3% < (px)'ayeN
¥y=3x < [x0}eN,

d’our I(SII abélien < D(G) < N.

Groupes dérivés successifs : Etant donné un groupe G, on note
D,(G) le groupe dérivé de D(G) et, d’une fagon générale, on pose :

D;,(G) = D(D,(G)), VieN,
avec Dy(G) = G et D,(G) = D(G).

D;(G) s’appelle le i-éme groupe dérivé de G.
D’apres le théoréme (4.39), on a, pour tout : eN :

D,(G )
Dii(G) D(G) e pi L abdien

B / Sous-groupe caractéristique

Défmition (4.40) : Un sous-groupe H d’un groupe G est dit
caractéristique dans G si, pour tout o € Aut(G), on a a(H) = H.

Notation (4.41) : On écrira HC G pour exprimer que H est
caractéristique dans G.

Remarques (4.42) :
1° Dans tout groupe G, (¢) ct G sont des sous-groupes carac-

téristiques.

20 Dans un groupe G : HC G > H<G.

En effet, si H est invariant par tout o e Aut(G), il est en
particulier invariant pour tout automorphisme intérieur de G,
d’ot H< G (remarque (4.11) 29).

Prorosrrion (4.43). Dans tout groupe G, D(G) et Z(G) (le
centre de G) sont des sous-groupes caractéristiques.
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Preuve : Soit o € Aut(G); quels que soient x et » dans G,

1

o([%5]) = «(x"" " »)
o([%]) = («())7 ()" alx) a(y)
«([%1]) = [a(*), «(1)]-

On en déduit Pinclusion «(D(G)) € D(G).

Mais o € Aut(G) implique o~! € Aut(G); le raisonnement
précédent appliqué 2 o' donne :

o}(D(G)) € D(G), d’ott D(G) € a(D(G))

ct, par suite,

«(D(G)) = D(G).

Pour tout aeZ(G) et tout x€G, on a xa =ax, d’ol
a(x) a(a) = o(a) a(x), quel que soit « € Aut(G); or, quel que
soit » €G, il existe x € G tel que y = a(x), on en déduit que
yo(a) = a(a) y, pourtout y € G; par suite, on a «(Z(G)) < Z(G).
Comme dans le cas de D(G), on montre alors que «(Z(G)) = Z(G).

ProposiTioN (4.44). Soit G un groupe, alors :

a) (HCG ¢t KCH) = KCG;
b) (H<G et KCH) = K<G.

Preuve :

a) Supposons HC G et KCH; soit « e Aut(G).

On a o(H) = H, donc la restriction oy de « & H est un
automorphisme de H, par suite ogz(K) =K = a(K), dou
KCG.

b) Soit H< G et KC H; soit ¢ €Int(G), alors o€ Aut(H),
par suite ox(K) = K; on en déduit que xKi™' =K, pour
tout x e G, d’out K<G.

CorOLLAIRE (4.45). D;(G) étant le i-éme groupe dérivé d’un
groupe G, on a :

D,(G)C G, gquel que soit i e N.
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Prenve : Compte tenu de la proposition (4.43), on a :
Di(G)CG et Dy(G)CDy(G).

Le a) de la proposition (4.44) implique alors D,(G) C G.

Raisonnons par récurrence sur ¢; supposons D,(G) CG pour
un ¢ > 2 dans N.

Des propositions précédemment citées, on déduit :

D;,(G) CD(G) et, par suite, D,,,(G)CG.

Remarque (4.46) : Les propriétés des groupes dérivées seront
fondamentales dans I’étude des groupes résolubles : chapitre VII.

6 — Sous-groupe maximal.
Sous-groupe normal maximal

Défmitions (4.47) : G désigne un groupe non réduit & un seul
élément.

1° Un sous-groupe M de G est dit maximal, s’il est maximal
dans l’ensemble des sous-groupes propres de G ordonné par
Pinclusion.

Autrement dit, M est un sous-groupe maximal dans G si et seu-
lement si M est un sous-groupe propre de G tel que :

MK<LgG=L=M ou L=0G

2° Un sous-groupe N de G est norinal maximal, s’il est maximal
dans Pensemble des sous-groupes propres normaux de G ordonné
par Pinclusion.

Autrement dit, N est un sous-groupe normal maximal dans G si
et seulement s1 : NG, N# G et

(L4G,N<L<G)=>L=N ou L=G

Exemple (4.48) : On vérifiera facilement que les sous-groupes
maximaux de Z sont les pZ, ol p est premier.
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Remarque (4.49) : Un groupe G # (¢) n’admet pas néces-
sairement de sous-groupe (resp® sous-groupe normal) maximal,
puisque, d’une fagon générale, un ensemble ordonné n’admet pas
nécessairement un élément maximal. Cependant, dans le cas oi
G # (e) est fini, alors il existe au moins un sous-groupe maximal dans G,
comme le montre la propriété suivante :

Prorosrrion (4.50). Si G est un groupe fini tel que o(G) > 1,
alors tout sous-groupe propre de G est contenu dans un sous-groupe maximal
de G.

Prenve : Soit H < G.

— Si H est maximal, il n’y a rien & démontrer.

— Supposons H non maximal; il existe alors H, < G tel
que H < H, < G. Si H, est maximal, la propriété est démontrée,
sinon il existe Hy, < G tel que H < H;, < H, < G. Comme
précédemment, ou bien H, est maximal, ou bien il ne lest pas
et on réitére le raisonnement a partir de H,. Le groupe G étant
fini, nécessairement au bout d’un nombre fini, %, d’opérations,
on aboutit & un sous-groupe H, < G tel que

H<H <H;,<...<H, <G

et H, maximal.

De fagon analogue on prouve que, dans un groupe fimi G, tout
sous-groupe normal propre de G est contenu dans un sous-groupe normal
maximal de G.

Remargue (4.51) : La proposition (4.50) peut étre démontrée
dans le cas d’un groupe G # (¢) de type fimi, grace & 1’axiome
de Zorn (%) [énoncé (4.60); remarque (4.62)].

ProposrrioN (4.52). N est un sous-groupe normal maximal

d’un groupe G # (e), st et seulement si N & simple.

() Max Zorn (1906- ).
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Preuve : Soit N < G.

N normal maximal dans G
< [N<G,NSL<GetL<G)
=L =N ou L=G]

N normal maximal dans G
LG L _ 5ol _GC
< N<N=>N—(e) ou N =N
N normal maximal dans G
< N simple.
Remarque (4.53) : Dans un groupe simple G, (¢) est I'unique
sous-groupe normal maximal.

Soit un groupe G # (¢) e¢ K <G; alors

. . . G .
K est un sous-groupe maximal de G, si et seulement si g est cyclique

d’ordre premier.

ProrosiTiON (4.54).

Preuve :
(KL< G

K maximal <
=>L=K ou L=G)

. L G
(K< G et Kmaximal) < (I—{—S-K

~Q

)

L__ L__
=>K---(e) ou =

S wa pas daut
< g Wa pas d'autre
sous-groupe que (¢) et

(K< G et K maximal)

@

G
Cette derniére condition équivaut 2 K cyclique d’ordre pre-

mier (proposition (3.16)).
6

J. CALA1S
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Remarque (4.55) : Les propositions (4.52) et (4.54) montrent
que, dans le cas d’un groupe G non abélien :

K sous-groupe maximal} K sous-groupe normal
dans G et K< G ~ maximal dans G

mais la réciproque est fausse, puisqu’un groupe simple n’est pas
nécessairement cyclique d’ordre premier.

Définition (4.56) : Soit un groupe G # (e); désignons par A4
Pensemble (éventucllement vide) de ses sous-groupes maximaux
et posons :

G = N M si/#e et OG) =G si M =o.
MEH
®(G) est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe de Frattini (?)
de G. Si G = (¢), on pose D(G) = (e).

Remarque (4.57) : Lorsque 4 # o et G # (¢), P(G) est un
sous-groupe propre de G. ®(G) jouera un réle au chapitre VII,
dans la caractérisation des groupes finis nilpotents.

ProrosiTION (4.58). Quel que soit le groupe G, ®(G) est un
sous-groupe caractéristique de G.

Prewve : On considére le cas A4 #o. Soit oeAut(G);

«(®(G)) = N a(M).
Me.H

Montrons que, pour tout M e#, «(M)e#. En cffet,
a(M) < L< G implique M< o} (L)< G, dout « (L) =M
ou « (L) =G, cest-d-dire L =a(M) ou L=G.

o étant une bijection, on en déduit que {«(M); M e #} = A,
d’'ot «(P(G)) = ®(G), donc P(G) est caractéristique dans G.

Défimtion (4.59) : Un ensemble non vide partiellement ordonné
est dit inductif, si tout sous-ensemble totalement ordonné de E
admet un majorant dans E.

Axiome de Zorn (4.60) : Tout ensemble partiellement ordonné
inductif a un élément maximal.

(%) G. Frattini (1852-1925).
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ProrosrrioN (4.61).  Tout groupe de type fini G # (¢) posséde
un sous-groupe maximal ; pour un tel groupe, on a donc PO(G) # G.

Preuve : Soit G # (¢) un groupe de type fini. Soit # I’ensemble
des sous-groupes propres de G; (¢) € #, donc S est non vide.
D’autre part, 3 est partiellement ordonné par I'inclusion. Soit
{H, }rea une partic de 5# totalement ordonnée par linclusion.
D’aprés la proposition (1.27), H = U H, ecst un sous-groupe
de G.

Vérifions que H est un sous-groupe propre de G.

Supposons H = G; si G est engendré par {a,, gy, ..., q,},
n> 1 dans N, alors, pour tout 7 (1 <7< n), il existe A eA
tel que g, e H, . Orla famille des H, étant totalement ordonnée,
il existe w eA tel que H, < H,, quel que soit i (1 <i<n).
On en déduit que G =H,, d’ou une contradiction, puisque
H, est un sous-groupe propre de G. Par suite, H e 3, donc
H# est inductif. D’aprés ’axiome de Zorn, £ contient un élément
maximal, autrement dit, G a un sous-groupe maximal, ce qui
implique ®(G) # G.

Remarque (4.62) : Si G # (¢) est un groupe de lype fim, la
méthode de démonstration ci-dessus peut &tre appliquée 2 I'en-
semble J# des sous-groupes propres de G contenant un sous-
groupe propre donné; on prouve ainsi que, dans un groupe de type
Jfini, tout sous-groupe propre est contenu dans un sous-groupe maximal.

Exercices Chapitre IV
1) Soit G un groupe, démontrer la propriété :
(H<Get|H| =2) > H< Z(G),
Z(G) étant le centre de G.

2) G étant un groupe, soient H< G et a € Aut(G).
On pose H' = a(H); vérifier que 'on a H' < G; en déduire

que les groupes get % sont isomorphes. [Utiliser le lemme (4.32).]
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3) Soient deux groupes G,, G, et H; < Gy, Hy < G,.

G1XG2~§_1.>(9_2

H —_—
Prouver quel’'ona H; X Hy < Gy X G et H x5~ H *H,

[Utiliser le théoréme (4.25)].

4) Soit G =C, x Gy (C; et C,; groupes cycliques d’ordre 2 et 4).
Montrer que G a deux sous-groupes H,; et H, tels que

G G
H, ~H et — o —
1 2 H]dez

et deux sous-groupes K, et K, tels que

G G
E_E et K1¢K2.

5) Trouver des groupes non isomorphes G; et G, contenant respecti-
vement des sous-groupes H, et H, tels que :

H «G,, H;<G, et

[Prendre, par exemple, G, et G, d’ordre 4.]

6) Soit K un corps commutatif; on considére I’ensemble I' des matrices
de la forme

1 a &
(0 1 c) ou a, b, ¢ décrivent K,
0 0 I
0 étant I’élément neutre du groupe (K, +) et 1 I’élément unité
du groupe multiplicatif K* = K\{0}.
Vérifier que I est un sous-groupe de GL4(K); montrer que ’on
a Z(I') ~K et % ~ K X K, ol K désigne le groupe (K, +).
[Pour le second isomorphisme utiliser le théoréme (4.25).]
7) Soit un groupe G et H < G. Pour tout x € G, on note x la classe
de x modulo H. Soit S une partie non vide de G, on pose
S={xxeS} e G= g
a) Vérifier que :
1) S engendre G => S engendre G.
2) (S fini et |S]| =m) —>|§| < m
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b) Montrer que, si S est telle que S engendre G et si T est
une partie génératrice de H, alors SUT engendre G.

Prouver que si S et T sont finis et tels que |S| =m|T| =n,
alors il existe une partie génératrice S’ de G telle que S’ € SUT
et |S'|<m+n

Vérifier que A; est le seul sous-groupe propre normal de S;, autre
que e.

Dans le groupe symétrique S,, vérifier que
H={,(1,2) (3,4}
et K={¢(1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4) (2,3)}

sont des sous-groupes tels que H<aK et K <8,;, mais que H
n’est pas normal dans S,.

a) Ecrire les 12 éléments du groupe alterné A, et déterminer
leurs ordres.

b) Démontrer que le centre Z(A,;) = (¢). [Montrer, en uti-
lisant Pexercice 14, chap. III, que Z(A,)# (¢) impliquerait
Pexistence d’un élément d’ordre 6 dans A,.]

¢) Vérifier que le groupe A, n’a qu’un seul sous-groupe K
d’ordre 4; en déduire que I'on a2 K < A,.

[On peut utiliser ’exercice 9 précédent.]

d) Prouver que le groupe A, n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.
[Supposer que A; a un sous-groupe K’ d’ordre 6; considérer le
sous-groupe K N K’, en déduire une contradiction (utiliser, en
particulier, P’exercice 1 ci-dessus).]

a) A Paide de la propriété universelle du groupe quotient (théo-
réme (4.25)), démontrer les propriétés suivantes; les notations
sont celles de 'exemple (1.29) et U désigne le groupe multiplicatif
des nombres complexes de module 1 (U est appelé groupe circulaire)

1) % ~ R (isomorphismes de groupes additifs).

2) U =~ (IZ—{, —I—) [considérer @ :R — U, @(a) = ¢2™4].

3)

C. [ . . ]
~U considérer ¢ : C* — U, ¢(2) = —|.
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C. . R. o —_—
4) ﬁ _R+_[—]2, ou Uz—{—'l,l}.
Ro Q,.
5 ~ U, ~
) R_"_ 2 Qo+
Q o
6) G = Qi
b) Vérifier que les applications :
R R
p:C —>R; Xz et ¢:C —>sz
peznn > (P, X) extemiv (x,_?)

sont des isomorphismes de groupes (pour a eR, a = clg(a)).
¢) Prouver Pexistence des isomorphismes de groupes suivants :

C* ~ ((_23, +) [utiliser le théoréme (4.25)];

cC U os
R =T, [utiliser le lemme (4.32)].

Soit 'y ={2€C*;IneN, 2" =1} (voir exercice 12, chap. I).
Vérifier que I'y, est un sous-groupe propre du groupe circulaire U

(exercice 11 ci-dessus). -
i3

Tout zeI, pouvant s’écrire sous la forme z=¢ ", ou
- €Q, démontrer que le groupe I', est isomorphe au groupe
n

e Q
additif o
En déduire, en tenant compte de I’isomorphisme 2) de ’exer-
cice 11 ci-dessus, que le groupe T ot isomorphe au groupe
(2]
additif l—é [Appliquer le 3¢ théoréme d’isomorphisme (4.36).]
. G . ...
G étant un groupe, on suppose H < G tel que 7 soit fini d’ordre n.

Démontrer les propriétés suivantes :

a) x» e H, quel que soit x €G.
b) xeG et #*eH, avec k£ entier tel que (%, n) =1, implique
x e H.
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Soit Q le groupe additif des nombres rationnels.
a) Montrer que pour tout sous-groupe propre, non nul, H

de Q, % est infini.
[Raisonner par Pabsurde et utiliser I’exercice 13 précédent.]

b) Prouver que, quels que soient les sous-groupes propres et
non nuls Het Kde Q,ona HnNKz# (0); en déduire que

H<Q=> % non monogene.

[Pour H=#£ (0), considérer HN Z.]

Soit G un groupe; on suppose que G contient un sous-groupe
fini H, d’ordre m tel que H < G. Pour tout x €G, on note x
la classe de x modulo H.

Etant donné un entier n> 1 tel que (m, n) =1, démontrer
les propriétés suivantes :

e) (xeGeto(x) =n) > (o(f) = pdans g),

b) (o(b?) = n dans g) => (3yex,o(y) =n).
[Utiliser le théoréme de Bezout.]

Soit G un groupe abélien fini tel que o(G) =n > 1.

Soit p un nombre premier divisant n. Démontrer, par récur-
rence sur n, que G contient un élément d’ordre p.

[Lorsque G contient un sous-groupe propre H # (e), vérifier

que p divise o(H) ou p divise o 1k dans ce dernier cas, utiliser

le b) de lexercice 15 ci-dessus.]

Soient E un ensemble non vide et Sg le groupe symétrique de E
(groupe des permutations de E).
Pour tout o e€E on note s(¢) le support de o :

s(e) ={x € E; o(x) # x}.
a) Vérifier les propriétés suivantes, pour ¢ et v dans Sg :
1) s(c™') = s(o).
2) s(co1) € s(o) Us(t).
3) s(cotooc™l) = o(s(1)).
4) s(c)Ns(t) =8 =>coT=r"Too0.
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b) Sis(o) est une partie finie de E, on dit que & est & support fini;
on écrira alors |s(c)| < 00. Onpose S, = {o € Sg; |s(c)| < o0}

— Démontrer que Sz, est un sous-groupe normal de Sg.

— Prouver que S = Sg si et seulement si E est fini.

— 8i E est un ensemble infini, montrer que S g, est un groupe

s [ . S
infini dont tout élément est d’ordre fini et que ——

S €st un groupe
infini. (E)
a) Vérifier que tout groupe engendré par deux éléments a et b
satisfaisant aux conditions : o(a) = 4, b2 = a® et ab = ba®, $’écrit
{a,b) ={e,a,a? a’ b,ab,a® b, a®b}.

En déduire que le groupe (a, b) est isomorphe au groupe des
quaternions Q ¢ (voir exercice 19, chap. I).

b) En identifiant le groupe Q4 au groupe {a, b)> ci-dessus,
vérifier que Q4 n’a qu'un seul élément d’ordre 2.

Déterminer le centre du groupe Qg.

¢) Prouver que fout sous-groupe de Q o est un sous-groupe normal,
bien que Qg ne soit pas abélien.

G étant un groupe, prouver que Ha G = Z(H) « G.
Montrer, en donnant un exemple, qu’en général Z(H) n’est
pas contenu dans Z(G) (voir ’exercice 18 ci-dessus).

On suppose #> 3 dans N et on considére le groupe diédral D,,
engendré par a et b tels que : o{a) = n et o(b) = o(ab) = 2. On
note e 1’élément unité de D,,.

a) Montrer que Z(D,) = (), si nest impair, et |Z(D,)| = 2,

si n est pair.

b) On suppose n =2k, k> 2; vérifier la propriété :
-.2219_
Z(Dy,)

¢) Si p est un nombre premier, prouver que le sous-groupe

cyclique d’ordre p de D, est le seul sous-groupe propre normal
de D, autre que (e).

~ D,.

Montrer que, dans un groupe fini G, deux éléments conjugués g
et ¢’ ont le méme ordre.

Prouver que les permutations

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
U= et V=
(2 5 3 6 1 4) (5 3 4 2 1 6)

sont conjuguées dans Sg.
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Déterminer la partition en classes de conjugaison du groupe symé-
trique S; et du groupe des quaternions Q.

Soient G un groupe et S une partie non vide de G.
On pose N = Ng(S) et on désigne par {x};c; une famille
de représentants des classes 4 gauche distinctes de G modulo N.
Montrer que i#j dans I implique x Sajt## x;Sx;1 et
prouver que la classe de conjugaison de S dans Z(G) est formée
par ’ensemble des x; Sx;~1, pour iel.

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.

a) Pour tout a€G, on note o, I'automorphisme intérieur
de G défini par a.

Montrer que, si a € Ng(H), alors la restriction o; de ¢, 2 H
est un automorphisme de H.

En considérant Papplication : Ng(H) - Aut(H), démontrer

ab> o,
Ng(H)
Ce(H)
b) On suppose que le sous-groupe H est monogéne et normal
dans G
— Vérifier que C;(H) est normal dans G.
— En utilisant P’exercice 17, chap. III, démontrer que le

_G
Ce(H)
alors o (

que le groupe est isomorphe 3 un sous-groupe de Aut(H).

groupe est abélien fini et que si H est cyclique d’ordre n,

G ) ..
————| divise @(n), ¢ étant la fonction d’Euler; si H est
Co(®) ON

monogene infini, alors o( ) est 1 ou 2.

_G_
Ca(H)
Soient G un groupe et N, H deux sous-groupes de G.

a) On suppose N <G, [G:N] fini e¢ H fini; on pose
r=[G:N] et s=o(H). Montrer que, si 7 et s sont premiers
entre eux, alors H < N.

b) On suppose N <G, N fini et [G:H] fini; on pose
n=o0(N) et m=[G:H]

Prouver que, si n et m sont premiers entre eux, alors N € H
(voir Pexercice 2, chap. II).

G étant un groupe, pour tout g € G, notons C, la classe de conju-
gaison de g dans G.
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a) Vérifier que, quel que soit « € Aut(G), «(C,) est la classe
de conjugaison d’un élément de G.

b) Soit J I’ensemble des éléments « € Aut(G) tels que, pour
tout geG, «(C) = G,. Démontrer que J est un sous-groupe
normal de Aut(G), contenant Int(G).

28) G étant un groupe, on désigne par F P’ensemble des éléments
x € G n’ayant qu’un nombre fini de conjugués dans G. Démontrer
que F est un sous-groupe caractéristique dans G.

29) Soit K un sous-groupe caractéristique d’un groupe G.
a) Montrer que, pour tout o € Aut(G), il existe un unique

o € Aut (g) tel que oo ™ = o &, = étant ’épimorphisme cano-
nique G — R

b) Vérifier que @ : Aut(G) — Aut (19() est un morphisme
x>«
de groupes.
¢) Soit H un sous-groupe de G contenant K, démontrer la

propriété : IE{ C g = HC G; vérifier que la réciproque est fausse

en considérant, dans le groupe diédral D, d’ordre 8, le sous-
groupe K = Z(D,) et le sous-groupe H égal & I'unique sous-
groupe d’ordre 4 de D,.

30) Soient G un groupe quelconque et I' un groupe abélien.
1°c Démontrer que, pour tout feHom(G,I), on a

D(G) < Ker f;
P ey e . = G
en déduire qu’il existe un unique f e Hom (5(6)’ F) tel que

fom =f, m étant Pépimorphisme canonique G — D(GG)

20 On considére ’application :

G
@ : Hom(G, I') - Hom (D(G) F)
fef
Compte tenu de la structure de groupe abélien de Hom(G, I')
G

et de Hom (m N

@ est un isomorphisme de groupes.

F) (voir exercice 29, chap. I), prouver que
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Soit un groupe G.
1o Etant donné x, », z dans G, vérifier la relation :
Do, 2] =57 %, 2150, 2)-
20 On pose Z, = Z(G); montrer qu’il existe un unigue sous-
G
groupe Z, de G tel que Z, < Z,, Z,<2G et Z_ z (—)
Z, Z,
3° Etant donné z e Z,, on considére I’application
¢,:G—>G
x> [x, 2].

Prouver que ¢, est un endomorphisme du groupe G, tel que
Ime, =Z, et D(G) = Kerg, (voir le 1° de P'exercice 30
ci-dessus).

Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S, (rn > 2) conte-
nant une permutation impaire.

Montrer que GA, = S,,, A, étant le groupe alterné de degré n;
en déduire que G contient au moins un sous-groupe normal
d’indice 2.

Soit G un groupe fini, non abélien, d’ordre pair.
Le but de cet exercice est de prouver qu’il existe au moins un
élément d’ordre 2 dans G.
a) Prouver que les hypothéses impliquent : o(G) > 4.
b) On pose A ={xeG;x2=c¢} et B={xeG;s2#¢}.
Montrer que nécessairement B est non vide (exercice 5, chap. I).
Démontrer que |B| est pair; en conclure que |A|> 2.

Soit p un nombre premier; on pose
Cpo ={2z€C;IneN, 22" =1}.

a) Vérifier que C, est un sous-groupe du groupe I',, de
Pexercice 12 ci-dessus.

b) Pour tout neN, on note C, le groupe cyclique des
racines p*-idme de l'unité dans C.

Vérifier que, quel que soit n €N, on a Cn << C na1 et mon-
trer que Coo = U C,a.

Prouver que, ”l:eac!:ur toute partie infinie I de N, on a encore :

Coo = U Can.
,ao"leJI,,n
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¢) Soit D un sous-groupe propre de C .

A tout zeD, on associe le plus petit entier ReN tel que
ze€Cy; on note K la partie de N ainsi définie.

Montrer que K est une partie finie de N.

En déduire qu’il existe meN tel que D = Cym.

Quelle propriété peut-on énoncer concernant les sous-groupes
de C,?

d) A tout neN, on associe un générateur u, du groupe G n.

Montrer que Pon peut choisir #, de telle fagon que on ait

up ., = u, (n

Prouver que I’ensemble {u,;neN}, ol les u, vérifient (1),
forme une partie génératrice du groupe C .

e) Soit G un groupe abélien (multiplicatif) ayant une partie
génératrice infinie dénombrable : {a,;n e N} telle que : gy =¢
et a%,,=a,, VneN.

Vérifier que tout sous-groupe monogene { a, ) de G est cyclique
d’ordre p%; en déduire que G est isomorphe & C .

f) Soit neN; pour tout ze C,o, notons z la classe de z

modulo C.

. G
Démontrer que dans le groupe quotient —2=

les classes u, 4,

Cpn
j €N, sont distinctes, les u, formant la fanﬁllcpgénératricc de C
définie dans d). c
En utilisant ¢), montrer que, pour tout neN, ona: —CLC: ~ Co.
b4

Remarque : Pour tout p premier, le groupe C o (et tout groupe
qui lui est isomorphe) est appelé p-groupe de Priifer (ou groupe
p-quasi-cyclique).

On considere le groupe diédral infini, noté D,. Compte tenu des
notations et des résultats de P’exercice 31, chapitre III, dans lequel
est défini le groupe D,, on rappelle que D, et le groupe des
isométries de la droite affine R formé par 'ensemble des éléments
de la forme t} et ¥ o6y, ol n€Z, T, cstla translation x> x 4 1
et o, est la symétrie x> —x.

On notera ¢ 1’élément neutre de D,.

1° Prouver que H = (7, ) est Punique sous-groupe monogéne
infini de D, tel que [D,:H] =2 et tout élément de D, \H
est d’ordre 2.

Montrer que H est normal maximal dans D,.
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20 g) Vérifier que tout sous-groupe de H est de la forme

H, ={1}) ou neN etquepour n#£0 ona HE ~ C,, groupe
cyclique d’ordre n. "

b) Démontrer que, pour tout €N, ona H, < D,. Prouver
que n> 2 implique %" ~D,, ou D, est le groupe diédral
d’ordre 2n et que, pour 'n = 1, ona gﬁ ~ G,.

1

¢) Vérifier que, pour tout sous-groupe H’ d’ordre 2, de D,

on a D, = HH'.

3¢ Soit K un sous-groupe de D, tel que K ¢ H.

a) Montrer que D, = HK; en déduire que [K: K nH] =2.

b) Démontrer que K N H# (¢) implique K ~ D,. [Ut-
liser le 1°.]

¢) Justifier Pexistence d’un unique n e N telque KNnH=H,.

d) Vérifier que tout sous-groupe propre de D, est isomorphe,
soit & Z, soit & C,, soit & D.

4° Pour n>1 dans N, on note S, l’ensemble des sous-
groupes K de D, tels que K £ H e¢t KnH = H,. Démontrer
que card(J),) = n.

50 Soit KeJf, (n>1). Démontrer que :

K<D, < n2=1o0un=2.

— En déduire que les seuls sous-groupes normaux de D, sont
les sous-groupes de H et deux sous-groupes d’indice 2, isomorphes

— Quelles sont, & un isomorphisme prés, les images homo-
morphes de D,, autres que D, et (¢)?

Soit un groupe G # (¢).

a) Soit HE M < G, avec H < G; démontrer que % est

. G . . .
maximal dans a si et seulement si M est maximal dans G.

b) Montrer que tout sous-groupe propre de Z est contenu
dans un sous-groupe maximal de Z.
Etant donné n > 1 dans N, déterminer les sous-groupes maxi-

z
maux de A
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¢) Prouver que le groupe (Q,-+) n’a pas de sous-groupe
maximal (utiliser Pexercice 14 ci-dessus).

d) Vérifier que le groupe C_o (exercice 34 ci-dessus) n’a pas
de sous-groupe maximal.

Soit un corps K; pour n> 2 dans N, on note G le groupe linéaire
général GL(n, K), S le groupe linéaire spécial SL(n, K) (voir
exemple (1.63)) et H le sous-groupe de G formé par I’ensemble
des matrices diagonales de G. Z, et Z, désignent, respectivement,
les corps 4 2 et 3 éléments.

a) Vérifier que D(G) =S, si n >2 et K#£Z,.

Pour n =2 et K =2,, déterminer S et D(G) et montrer
ainsi, que 83 D(G) (voir P’exercice 22, chap. I).

b) Démontrer que Ci(H) =H, si n> 2 et K#£Zy; en
déduire que Z(G) ={Al,; A €K'}, I, étant la matrice unité
de G; en conclure que Z(G) ~ K".

G
Comparer alors les groupes Z(G) et DG
¢) K étant différent de Z,, on suppose n >2 ou K#Z,.

Prouver que Cy(H N S) = H; en déduire que Cy(S) = Z(G);
en conclure que Z(S) =Z(G) NS ={A[,;AeK", \*»=1}.

a) On suppose que M est un sous-groupe maximal d’un groupe G;
démontrer que :

ZG)sM ou D(G) <M.
[Montrer que Z(G) ¢ M => M < G.]

b) Vérifier que, dans tout groupe G,on a D(G) N Z(G) < O(G),
®(G) étant le sous-groupe de Frattini de G (définition (4.56)).



CHAPITRE V

Groupe opérant sur un ensemble

1 — Notion de groupe opérant sur un ensemble

A | Définition. Généralités

Définition (5.1) : Soit G un groupe multiplicatif d’élément
unité e. Soit E un ensemble non vide. On dit que G opére & gauche
sur E, si E est muni d’une loi de composition externe 2 gauche, 2
opérateurs dans G; cC’est-a-dire qu’il existe une application :

G X E—=E
(&%) P g.x
satisfaisant aux deux conditions suivantes :
V(21:8) €G X G, VxeE, gg.x=2.(8%x (1)
VxeE, ex=x (2)
Remarque (5.2) : On définit de fagon analogue la notion de
groupe opérant @ droite sur un ensemble (non vide).
Dans la suite (sauf indication contraire), nous conviendrons de dire
gu’un groupe G opére sur un ensemble E, si G opére 2 gauche sur E.

Dans ce cas, E sera appelé un G-ensemble (un G-ensemble sera
toujours non vide).

ProrosiTioN (5.3). Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.

10 Pour tout g e G, Papplication v,: E - E est une permuta-

tion de E. X g.x
20 Sy désignant le groupe des permutations de E, Uapplication
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¥ : G — Sg est un morphisme de groupes et Ker y est appelé : noyau

gy,
de P’action de G sur E.

Preuve :

10 Montrons que y, € Sg, c’est-a-dire que y, est une bijection.
¥, est surjective, car, pour tout x e E, x = y (g7 x).
Y, est injective; en effet, soient x et » dans E tels que

Yo(%) = v,(»), Cest-a-dire g.x = g.y,
alors g l.(g.x) =g '.(gy), doh x=y.
20 Soient g, et g, dans G; pour tout x € E,
Yo, © Yo (%) = £1-(82-%) = £182-% = ¥,,,,(%);
donc v, 0 Y, = Y0,
ce qui prouve que y est un morphisme de groupes.

Remarque (5.4) : D’aprés ce qui précede, 2 foute action de G sur un
ensemble E, correspond un morphisme de groupes, y, de G dans Sg.

Réciproquement, 2 tout A e Hom(G, Sg), on peut associer
P’action de G sur E définie par :

G X E->E
(& %) P Mg)(#)-
On a en effet. quels que soient g, et g, dans G et x dans E :

(81 £2) (%) = (Mg1) o Mge)) (%) = M(81) (M(g2) (%))
et Ae)(x) = idg(x) = .

B / Exemples classiques

G déigne un groupe multiplicatif.
Exemple (5.5) : G opére sur G par translation & gauche.

On sait que, pour tout g € G, la translation 2 gauche 1, est une
permutation de G et que G —S; est un morphisme de groupes
EPT,
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(lemme 1.77); par suite, G X G — G définit une action de G sur
lui-méme. (g x) > gx

Exemple (5.6) : G opére sur P(G) par translation & gauche.

P(G) désigne ’ensemble des parties de G.
L’application G x Z(G) - 2(G), ou gS ={gx;xeS} si

(&5S) g8
S #£ o et go = o, vérifie, en effet, les conditions (1) et (2) de la
définition (5.1).

Exemple (5.7) : Soit H un sous-groupe de G; alors G opére par

G
translation & gauche, sur [ensemble (ﬁ) des classes & gauche de G
modulo H. !

En effet, posons Qp = ( g , Qg est une partie non vide
de 2#(G); vérifions que la correspcgmdance

GxQyg->Qp
(g, xH) b g«H

est une application.
Supposons xH =yH, donc y'xeH; pour tout geG,
(@) gx =y"1g gx =y 'x appartient 2 H, d’ot gxH = gyH.
Ainsi G opére sur Qg par translation & gauche.

Exemple (5.8) : G opére sur G par conjugaison.

En effet, ’application : G X G - G satisfait aux condi-
(& %) P gxg!
tions (1) et (2) de la définition (5.1).

La permutation de G associée 2 tout g € G est, dans ce cas,
Pautomorphisme intérieur o,: x> gxg~' et, d’aprés la proposi-
tion (5.3), 6: G = S; est un morphisme de groupes.

g o,

ProrposttioNn (5.9). Soit Int(G) le groupe des automorphismes
intérieurs d’un groupe G; on a alors :

Int(G) ~ %G)’ oit Z(G) est le centre de G.
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Prewve : Pour le morphisme 6:G —S;, on a
g o,

Imo=Int(G) et Keroc={geG;0,=1idy};
d’ot geKerec <« gxg'l=x, VxeG
geKero < gx=1xg, VxeG;

par suite Ker o = Z(G).
D’apreés le 1er théoréme d’isomorphisme, on a donc

G
Int(G) ~ _(G'_)

Exemple (5.10) : G opére sur P(G) par conjugaison.
Comme précédemment, P’application
G x Z(G) - 2(G)
(&S) P gS¢g

satisfait aux conditions (1) et (2) de la définition (5.1).
gSg~! = 6,(S), ou o, est Pautomorphisme intérieur de G défini

par g. (Si S =g, gSg' = @, quel que soit g €G.)
Exemple (5.11) : Soient E un ensemble non vide et S; son
groupe symétrique; alors, I’application :
Sg x E->E
(0, %) b o(x)

satisfait aux conditions (1) et (2) de la définition (5. 1) ; on dit que Sg
opére « de fagon naturelle » sur E.

En particulier, pour tout entier n > 1, S, opére de fagon naturelle
sur N, ={1,2, ..., n}, ousurtoutensemble X = {x,,%,,...,%,}
de cardinal n, par
S, x X X

(6, %) P xg4-
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2 — Sous-groupe d’isotropie ou stabilisateur. Orbite

A [/ Définitions. Exemples

Soit G un groupe opérant sur un ensemble E, grace a I'appli-
cation :

G X E->E
(g x) P g.x
1o A tout x € E, on associe
G, ={geG;g.x=x} 3

On vérifie facilement que G, est un sous-groupe de G.
G, est formé des éléments de G qui « laissent fixe » I’élément x

de E.

Défmition (5.12) : E étant un G-ensemble, le sous-groupe G,
de G, associé A tout x € E et défini ci-dessus, est appelé sous-groupe
d’isotropie de x ou stabilisateur de x (nous utihiserons généralement la
seconde appellation, qui, dans certains ouvrages, se traduit par la
notation Stabg(x)).

20 On considére dans E la relation binaire p; définie par :

Xpegy <= 3geG, y=g.x (4)

Les conditions (1) et (2) de la définition (5.1) impliquent

que pg est une relation d’équivalence dans E.

Définition (5.13) : E étant un G-ensemble, la classe d’équivalence
modulo p; d’un élément x de E est appelée orbite de x suivant G
ou G-orbite de x (nous adopterons, en général, laseconde appellation).

La G-orbite d’un élément x de E sera notée Q, :
Q,={g.x;8€G} (3)

Exemples (5.14) :

10 G opere sur G par translation & gauche ; pour tout x € G, on a

G, ={geG;gx=x}, donc G, = (¢)
Q, ={gx;geG}=Gx, donc Q, =G.
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20 G opére sur G par conjugaison; pour tout x € G,

G, ={geG;gxg™" = x} = Co(x),
le centralisateur de x dans G.
Q, = {gxg'; g € G} = (classe de conjugaison de x dans G).
On en déduit que p; coincide, dans ce cas, avec la relation de
conjugaison dans G.
3° G opere sur P(G) par conjugaison, alors pour S e Z(G)
et S# o,
Gy ={geG; g5¢7" =S} = Ny(8),
le normalisateur de S dans G.
Qs ={g5¢"; £ G}
== (classe de conjugaison de S dans Z(G))

G,=G et Q,={c}

pe coincide avec la relation de conjugaison dans 2(G).

40 Soit ¢ €S, (n > 1 dans N). Supposons o(¢) = r dans le
groupe S_ et posons G = (o).

En considérant G comme opérant de fagon naturelle sur
N,={1,2,...,n}, on a, pour tout i eN, :

Q ={@); 1<k}
Q, coincide avec ce que I’'on a appelé, dans le chapitre III, la
c-orbite de i.

En effet, la relation d’équivalence p; n’est autre, ici, que la
relation #, (voir chap. III).

50 Soit H < G; dans laction de G, par translation & gauche, sur

G
= ( 37 /, pour touvte classe 2 gauche xH, on a
e=(m/ P &
[4

G,z = xHx L.

.

En effet,
g€G,y < gH=xH
ge€Gy < gxexH
g8€Gy <« g exHx™.



Groupe opérant sur un ensemble 181

Prorosttrion (5.15). Soient un groupe G e¢ H < G; alors le
G
noyau de Paction de G sur Qg = (ﬁ) est [N xHx™' et Cest le plus

g z€G
grand sous-groupe de G, normal dans G et contenu dans H.

Preuve : Le noyau de I’action de G sur Q ; est Ker y, ol y est le
morphisme de groupes : G — S,

£ P Yy
tel que vy,(xH) = gxH, quel que soit xH € Q.

On a donc Kery ={geG;y, =idy}; par suite,
geKery <« gH=xH, VxHeQg
don geKery < gel Gy.
z€G

Alors, G,z = xHx™! implique Kery = [\ xHx™.
zEG
Le noyau d’un morphisme de groupe étant un sous-groupe

normal, on a Kery < G; d’autre part, g € Kery implique, en
particulier, gH = H, d’ot Kery < H.

Supposons N<G et N < H; pour tout x € G, on a alors
N = a«Nx' < sHx™!, d’ot N < Kery.

Remarque (5.16) : Les notations étant celles de la proposi-
tion (5.15) :

lo HsG = Kery = H.

20 Si G est un groupe simple, alors, quel que soit H < G,
G est isomorphe & un sous-groupe de Sy , donc 2 un sous-groupe
de S m-

En effet, H # G, implique, dans ce cas, Kery = (¢); y est
injectif, donc G ~ Im+.

Prorosimion (5.17). 8t G est un groupe fini d’ordre n > 1,
contenant un sous-groupe propre H tel que [G:H] =k >1 et n ne
divise pas k!, alors G rest pas simple.

Prewve : Si G était simple, d’aprés la remarque (5.16) 2o,
G serait isomorphe & un sous-groupe de S .., qui est d’ordre k!,
donc n diviserait k!, ce qui est contraire & I’hypothése.
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B / Propriétés des stabilisateurs et des orbites
TutorEME (5.18). Soit E un G-ensemble ; alors, quels que soient x
et y dans E, on a
xpcy = G, et G, conjugués dans P(G).

Preuve : On suppose que G opére sur E par I’application
G X E—=E
(&%) b g.x
xpy < 3geG, y=g.5

montrons alors que G, = gG, g

Soit g’ €G,, ona y=gy dou g.x=g.(g.x) et par
suite x =g'g'g.x. On en déduit que g 'g' geG, donc
g €gG, g% ce quimplique G, < gG,g7". Réciproquement,
soit g, €gG, g7, alors :

£'88€G, >glngx=1
d’odr g, g.x = gx, Cest-d-dire g,.y = .
On a donc g, €G,, par suite gG,g ' < G,.
G, est donc conjugué de G, par g.
TraEorEME (5.19). E étant un G-ensemble, pour tout x € E, ona :
|2, = [G:G,] (6)
| Q,| désignant le cardinal de Q.

Preuve : On suppose que G opére a gauche sur E.
Pour démontrer (6), montrons qu’il existe une bijection de Q,
G
sur (Em)”.
G
Q, ={g.x;2€G}; posons Q, = (E) ={£G,; g €G}.
x/ 0

Soit A:Q, >Q,
g.x b gG,
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— A est une application : en effet, supposons g.x = g’.x; on a
—1 5

alors x=g"g'.x, donc g 'g' €G,, ce qui implique
gG, = ¢' G;;

— la définition de A implique sa surjectivité;

— X est injective : en effet,

gl Gzzngm :>g1_1g26Gz
& '8:€G, > glg.x=x
donc g, G, =gG, =>g.¥x=gs.x.

En conclusion, A est une bijection, d’ou I’égalité (6).

CoroLLAIRE (5.20). Soit G un groupe considéré comme opérant
sur P(G) par conjugaison; pour tout S € P(G), on a :

|Qs| = [G: Ng(S)] (7
CoroLLAIRE (5.21). Seit E un ensemble fini et G un groupe

opérant sur E. Si {x,}; <<, est une famille de représentants des G-orbites
distinctes, alors :

|E| = 2 [G:G,] ®)

Preuve : E étant fini, chaque G-orbite est un ensemble fini et
le nombre des G-orbites est fini. Si {x,},<;<, est une famille de
représentants des G-orbites distinctes de E, les Q,; (1 <i<7)
forment une partition de E, d’ott

E| = .
E|= 210,
L’application de la formule (6) donne alors |E| = ‘Zl [G:G,].

CoRroLLAIRE (5.22). Soit G un groupe fini considéré comme opé-
rant sur lui-méme par conjugaison.

St {x,}1 <i < o5t une famille de représentants des classes de conjugaison
distinctes dans G :

o(G) = 3 [G: Ca(x)] ©)

oo Cy(x,) est le centralisateur de x; dans G.
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La relation (9) est appelée « équation aux classes » du groupe
fini G, elle s’obtient en appliquant (8) au cas de ’action du groupe
fini G sur lui-méme, par conjugaison.

Remarques (5.23) : Soit G un groupe considéré comme opérant
sur lui-méme par conjugaison; Z(G) étant son centre :

x€Z(G) <« GC4ix) =G,

C’est-a-dire
x€eZ(G) <= [G:Cix)]=1,

ou encore,

xeZ(G) <« Q,={x}.

Définition (5.24) : Si E est un G-ensemble, toute G-orbite
réduite & un seul élément sera dite ponctuelle.

TuEorEME (5.25). Soit G un groupe fini de centre Z(G).
Soit { %} < <x une famille de représentants des classes de conjugaison
distinctes et non ponctuelles de G, alors :

0(G) = o(Z(G)) + 3 [G: Co(x)] (10)

Preuve : On remarque que, si G est abélien, toutes les classes
de conjugaison sont ponctuelles et G = Z(G), la formule (10)
est vérifiée.

Supposons G non abélien; Z(G) # G implique qu’il existe
des classes de conjugaison non ponctuelles dans G.

Soit, comme dans le corollaire (5.22), {x}, <;<, une famille
de représentants des classes de conjugaison distinctes de G; alors
(en changeant éventuellement Pordre des indices) il existe %
(1<k<r) tel que

%¢Z(G) pour 1l <igk
et x,€Z(G) pourk+1<igr
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La relation (10) sobtient alors & partir de (9), en remplagant
[G:C a(x)] par 1 pour K+ 1<igr ct chaque classe de
conjugaison de x; €Z(G) étant ponctuelle, nécessairement

r—k = o(Z(G)).

Remarque (5.26) : Les hypothéses et les notations étant celles
du théoréme (5.25), en désignant par @, la classe de conjugaison
de x, pour 1< i<k, la formule (10) s’écrit :

o(G) =o(2(6)) + 3 | 0] (1

et 'égalité |Q,.| = [G: Cy(x)] implique que le cardinal de la
classe de conjugaison d’un élément quelconque de G divise I’ ordre du groupe G.

TuEorEME (5.27). St G est un groupe fini d’ordre p*, p étant
un nombre premier et n > 1 dans N, alors le centre de G n’est pas
réduit & Pélément neutre.

Preuve : Si G est abélien, Z(G) = G et Phypothése n> 1
implique G # (¢). Supposons G non abélien; la formule (10)
implique

k
o(Z(G) =" — I [C: Celw)],
avec [G:C4(x)] > 1 pour tout 7 (1 <t < k).
Or chaque [G:GCs(x)] divise o(G) =p"; on en déduit
que p divise Z [G: Cg(x)] et, par suite, p divise 0o(Z(G)); d’ou
o(Z(G)) > 1.

COROLLAIRE (5.28). St p est un nombre premier, alors tout groupe
Sini d’ordre p* est abélien.

Preyve : Soit G un groupe d’ordre p2; d’apres le théoréme (5.27),
on a2 Z(G) # (e); alors,
soit o(Z(G)) = p? donc G est abélien;
soit o(Z(G)) = p et dans ce cas Z—(Géf est d’ordre premier p,

donc cyclique, ce qui implique G abélien, d’aprés la proposi-
tion (4.13).
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Défimtion (5.29) : On dit qu'un groupe G opére transitivement
sur un ensemble E, si E n’a qu’une seule G-orbite (qui est néces-
sairement E); autrement dit, si :

V(xyeE XE 3geG ypy=g.x

Dans ce cas, on dit que E est un G-ensemble homogéne, ou que

G est transitif sur E.
Dans le cas contraire, on dit que G opére intransitivement sur E,

ou que G est intransitif sur E.

Remarque (5.30) : Compte tenu de la définition (5.29), pour
qu’un groupe G opeére transitivement sur un ensemble E, il faut
et il suffit qu’il existe x € E tel que Q, = E.

Exemple (5.31) : Les exemples (5.14) montrent que :

1) G opére transitivement sur G, par translation 3 gauche;

2) Si G (¢), G opere intransitivement sur G, par conjugaison;

3) Si G+ (¢), G opére intransitivement sur Z(G), par conju-
gaison;

4) E étant un G-ensemble, quel que soit x € E, G opére transiti-
vement sur la G-orbite de x.

ProrosrrioN (5.32). G étant un groupe, quel que soit H < G,

G
G opére transitivement par translation & gauche sur Uensemble Q x = (ﬁ) .
g

De plus, si E est un G-ensemble homogéne, alors il existe H < G
tel que E soit équipotent a4 Q g.

Preuve : D’aprés I'exemple (5.7), G opére sur Q i par I’appli-
cation :

GXxQp—>Qp
(g, xH) > gxH.

HeQp et Qp={gH;2eG}= Qg, par suite, G opére tran-
sitivement sur QQ . Soit E un G-ensemble homogeéne;ona E = Q,,
quel que soit x e E.
D’autre part, d’aprés le théoreme (5.19), Q, est équipotent
a (g) , d’olt E équipotent & Qg .
g

xz
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Défmition (5.33) : Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.
On dit que G opére fidélement sur E, si

(geG et gx=x VxeE) >g=e¢;
autrement dit, si le morphisme de groupes y:G — S, tel que

Y,(¥) = g.x pour tout x €E, est injectif. £ Y,

Remarque (5.34) : Si G opére fidélement sur un ensemble E,
alors G est isomorphe 4 un sous-groupe de Sg.

Exemple (5.35) :

1e G opere fidtlement sur G, par translation & gauche.
20 G n’opére pas fide¢lement sur G, par conjugaison.

3 — Sous-ensemble des points fixes d'un G-ensemble

Diéfinition (5.36) : Soit G un groupe opérant sur un ensemble E;
la partie de E définie par :

E; ={xeE;g.x=2x VgeG} (12)

est appelée sous-ensemble des points fixes du G-ensemble E. (Eg est
noté Fixy(G), dans certains ouvrages.)

Remarques (5.37) :
1o Compte tenu de (12), il est immédiat que :
E; ={x <E; G, = G} (13)
dot E;={x€E;Q, ={x}} (14)
20 E; peut étre vide. En particulier, si |E|# 1 etsi G # (e)
opere transitivement sur E, alors E; = .
Exemples (5.38) :
le G opére sur G par conjugaison :
Q. ={x} < x€Z(G) (remarque (5.23))
donc Gy = Z(G).
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20 Considérons G < S; et G opérant de fagcon naturelle sur
E ={1,2,3,4}.

— Si G =<(,2,38)), alors E;={4}.

— Si G=1¢((1,2)(3,4)), alors E; = 0.

Remarque (5.39) : Si un groupe G opére sur un ensemble E,
st K est un sous-groupe de G, alors K opére sur E par la restriction de
Paction de G :

K X E ->E
(R, x) P Ek.x

— Si, pour x €E, K, désigne le stabilisateur de x dans K
et G, le stabilisateur de x dans G, alors :

K,=G,nK (15)
Par ailleurs, Ex ={x €E; K, = K}, d’ou
xeEp <« K<G, (16)

— Si G opeére fidélement sur E, alors tout sous-groupe de G
opere fide¢lement sur E.

— Par contre, Si G optre transitivement sur E, un sous-groupe
de G peut opérer intransitivement sur E.

En effet, on sait que, si H est un sous-groupe de G, G opeére

- G
transitivement sur Qg = ) -
[

Considérons P’action sur Q gz d’un sous-groupe K de G.
K optre transitivement sur Q g si et seulement si :

Qu={gH;g€G}={kH; k eK} (17)

(17) équivaut & : (VgeG, 3k eK, gH =EH).

On en déduit que K opére transitivement sur Q ,; si et seulement
st G=KH.

Les deux lemmes suivants seront 2 la base de la démonstration
du second théoréme de Sylow (chap. VI).

Lemme (5.40). Soit G un groupe fini d’ordre p°, p étant un
nombre premier et n > 1 dans N. Si G opére sur un ensemble fini E,
alors :

|Eg| =|E| (mod ).
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Prewve : xeE; < Q = {x} (rclation 14).

| Eg| est donc égal au nombre des G-orbites ponctuelles de E.
Soient {Q.},<i<x les G-orbites non ponctuelles de E (k e N);
on a :

k
Bl = [Eq| + 3 [0,

Pour touti (1<i<k), |Q,]=[G:G,] et |Q,]+# 1; onen
déduit que | Q,, | divise p" et est de la forme p™, 7, > 1 dans N; par
suite |E|—|Eg| est un multiple de p, d’otr |Eg| = [E| (mod p).

LeMME (5.41). Soient deux sous-groupes H et K d’un groupe G
tels que [G:H] =17(r eN*) et o(K) = p", p élant un nombre premier
ne divisant pas r et n > 1 dans N; alors K est contenu dans un conjugué
de H.

G
Preuve : Posons E = (ﬁ) ; E est un ensemble fini de car-
dinal 7. Considérons le groupea K comme opérant par translation

a2 gauche sur E; Ep étant P’ensemble des points fixes du
K-ensemble E, d’aprés le lemme (5.40) :

|Ex| =7 (mod p).

p ne divise pas 7, par suite, on a Eg # o.
L’application de la relation (16), vue plus haut, donne :

sHeEy <« K <G,

ou G,y est le stabilisateur de xH dans I’action de G sur E; or
G,z = *Hx™' (exemple (5.14) 5°), d’ou

K < xHx™.

4 — Produit semi-direct

a) Préliminaires : Soient deux groupes H et N. Si H opére
sur N par I’application :
HxN-—>N
(hy x) > h.x,
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nous poserons

hox = 2 (18)

Compte tenu de cette notation, les conditions (1) et (2) de la

définition (5.1) s’écrivent :
V (h,h) eH X H, VxeN, xhk = (xh)h (19
VxeN, X =x (2)

Soit ¢ le morphisme du groupe H dans le groupe symétrique Sy,
associé & l’action de H sur N :

o:H—>Sy
ko o,

ol ¢,(x) = 2", quel que soit x € N.

St, pour tout h € H, ¢, € Aut(N), alors Paction de H sur N vérifie
la condition supplémentaire :

V(x%y)eN xN,VheH (9= (C)

Réciproquement, toute action de H sur N vérifiant la condi-
tion (C) est telle que, pour tout ke H, ¢, € Aut(N), c’est-a-dire
ue :

L-a condition (C) équivaut ¢ : Ime < Aut(N).

Exemple (5.42) :

1° Soit G un groupe considéré comme opérant sur lui-méme
par conjugaison :

GxG->G
(g %) 1 gxg™.

Compte tenu des notations générales ci-dessus, pour g et x
dans G, on a ¢ (x) = 2% = gxg~!; ¢, est "automorphisme inté-
rieur de G défini par g.

La condition (C) est donc vérifiée.

On remarquera que ’action de G sur G par translation 2
gauche ne vérifie pas la condition (C), puisqu’une translation
de G n’est pas un automorphisme, en général.
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20 Soient A un anneau unitaire et U, le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de A; (A, +) désignant le groupe additif
abélien A, considérons I’application :

Uy X (A +) = (A, +)
(u, a) b a* = ua.

Quels que soient a, a,, a, dans A, quels que soient u, u,, u,

dans U,, on a
uy(ug a) = (uyu5) a; la=a
et u(a, + a;) = ua, 4 ua,.

Ainsi le groupe U, opére sur le groupe (A, +) et cette action
vérifie la condition (C).

3o N étant un groupe, soit H < Aut(N); H opére sur N par :

HxN->N

(B, x) > 2 = h(x);
¢, = h, donc la condition (C) est vérifiée. Cette action est dite
action naturelle de H sur N.

b) Produit semi-direct d’un sous-groupe normal par un autre sous-groupe.

Définition (5.43) : Etant donné un groupe G et deux sous-
groupes H et N, on dira que G est produit semi-direct de N par H si :

i) N<G
iily G = NH
iiil) NNnH = (e).

S’il en est ainsi, la condition N < G implique que G opére
sur N par conjugaison et par restriction, H opére sur N par conju-
gaison. Le morphisme ¢ associé 2 cette action est tel que, pour
tout k€ H, ¢, est la restriction & N de I’automorphisme intérieur
de G défini par k; N étant normal dans G, ¢, € Aut(N).

On remarque de plus que, quels que soient x, y dans N et
h, k dans H, on peut écrire dans G = NH :

xhyk = (xhyh™1) hk
xhyk = xn(y) Rk,
ou, en posant hyh ! = 3,
xhyk = x bk (19)
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Définition (5.44) : Etant donné un groupe G et N< G, ¢'il
existe un sous-groupe H de G, tel que G est produit semi-direct
de N par H, alors H est appelé complément de N dans G.

Dans ce cas, I’application du second théoréme d’isomorphisme

G
(théoréme (4.34)) donne N = H.

Exemple (5.45) :

Soit D, le groupe diédral d’ordre 21, engendré par a et b tels
que o(a) =n> 3, o(b) =2 et ofab) =2 (théoreme (3.74)).
Posons T, =<a) et Ty=<(b); on a TI,<D,, puisque
[D,:T,]=2, D,=T,T, et T, "nTy, = <e), doncD, estproduit
semi-direct de I',, par I'y. On rappelle que D, est isomorphe au groupe
de Klein C, x C,.

¢) Produit semi-direct de groupes.

Soient H et N deux groupes; la donnée d’un morphisme
¢ € Hom(H, Aut(N)) détermine une action de H sur N définie par:

HxN->N
(B x) > (%),

ou ¢, désigne I'image de & par ¢ (voir remarque (5.4)); cette
action vérifie nécessairement la condition (C), dans laquelle, selon
la notation (18), »* = ¢,(x).

Considérons alors ’ensemble N x H muni de la loi de compo-
sition (multiplicative) telle que :

(% B) (2, ) = (9, hk), (20)
quels que sotent x, » dans N et A, k£ dans H.

Définition (5.46) : Compte tenu des données et des notations
ci-dessus, I’ensemble N x H muni de la loi de composation (20)
est noté N Xg H et est appel€ : produit semi-direct de N par H rela-
tivement d .

ProposrTioN (5.47).  Quels que soient les groupes H et N, pour tout
¢ € Hom(H, Aut(N)), N X _H est un groupe non abélien, en général.

Preuve : La formule (20) montre que la loi de composition qu’elle
définit dans N X H est non commutative, en général.
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Associativité : Soient x, y, z dans N et &, &k, [ dans H :
[(x &) (9, B)1(2 1) = (0, kE) (2, 1)
[(x, ) (3 B)1(2 &) = (0" 2%, RAl).
D’autre part :
(x B (3, B (2 D] = (%, k) (¥, k)
(% B [(3 B) (2 )] = (0" 2%, kRl), d’apres (1),

d’ou [(xa h) (_}’, k)](za l) = (x’ h) [(_)’, k) (z, l)]

Elément unité : Notons 1 élément unité de H et ¢ celui de N;
quel que soit (x, £/) eN X H, on a
(x, B)(e, 1) = (¢, 1) (%, B) = (x, h),
donc (¢, 1) est élément unité dans N X, H.
Inverse : Soit (x, k) e N X H, vérifions qu’il existe (y, k)
dans N X H tel que :
(%, h)()’a k) = (» k)(xs k) = (e 1) (21)
(21) équivaut 2 :

. »wh =y* =¢ dans N}
¢ Bk —kh =1, dans H
On en déduit & = k! et y = (x")*, dou

(% B~ = (), 7Y (22)

ProrosiTion (5.48). Soit G = N X H, alors les applications

o:H—->G e¢ B:N->G
hi> (e k) x b (x, 1)

sont des monomorphismes de groupes.

St H =Ima e N =1ImpB, alors G est produit semi-direct du
sous-groupe N’ par le sous-groupe H'.

J+ CALAIS 7
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En identifiant H @ H' et N & N’ au moyen des morphismes o et (B,
on obtient, dans G :

<Ph(x) = xb = hxh—la
quels que soient x e N et h € H.

Preuve : On vérifie facilement que o et B sont des monomor-
phismes de groupes. Montrons que G est produit semi-direct
de N’ par H'".

— N’'<G : Soient (x,1) eN’' et (k) €G,

(5 B)(% 1) (3 B~ = (»¥*y7%, 1) appartient & N'.

— G=NH' : N' <G implique que N'H’ est un sous-
groupe de G (proposition (4.18)) et, d’autre part, tout (x, &) € G
s’écrit (x, ) = (x, 1)(e, k).

— N nH ={(¢,1)) :

(v, ) eN' < k=1

(v h) eH <« x=e,

d’ot (x,h) eN' "nH' = (x, ) = (¢, 1).
Identifier H 2 H' et N & N’ au moyen de « et B revient 2 rem-

placer dans G, (e, k) par k& et (e, x) par x, en posant, d’autre part,
(e, 1) =1 =¢; dans ces conditions (x, k) = (x, 1)(e, £) s’écrit
simplement xk et la multiplication dans G se trouve définie par :

xhyk = xy* hk (23)

quels que soient x, y dans N et £, k£ dans H.
En particulier, pour tout x e N et tout 2 eH, on obtient

(en écrivant hxh™' = lhxh™?) :
ou(x) = ¥ = hxh™? (24)
Remarque (5.49) : Si ¢ € Hom(H, Aut(N)) est tel que
o(h) =idy, quel que soit heH, alors N x,H=N x H,
groupe produit direct de N et H.
Exemples (5.50) :

1° Soient C, et C, deux groupes cycliques d’ordres respec-
tifs 2 et n > 3.
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Posons
C, =<a), Cp=<(b> onb2=1
et soit ¢: Cy; - Aut(C))

tel que ¢, =id; et ¢,(x) = x', quel que soit x € C,
C, étant abélien, ¢, est un automorphisme et ¢ est alors un mor-
phisme de groupes.

De la proposition (5.48), on déduit que C, x ,C, s’identifie
au groupe diédral D, (voir exemple (5.45)).

20 Soit N un groupe et H = Aut(N). Si ¢ désigne I’application
identique de Aut(N), alors le groupe :

N x, Aut(N)

est appelé Pholomorphe de N et est noté Hol(N).

Selon la proposition (5.48), en identifiant N 4 un sous-groupe
de Hol(N), on obtient N < Hol(N) et, quels que soient x e N
et g € Aut(N), on a, dans Hol(N),

g(x) = " = gxg™,

car g = e(g). On en déduit que tout automorphisme de N s’obtient
par la restriction 2 N d’un automorphisme intérieur de Hol(N).

Remarque (5.51) :

1o L’intérét de la notion de produit semi-direct de groupes
est de fournir une méthode de construction de nouveaux groupes,
4 partir de groupes connus et c’est ainsi que I’on peut mettre en
évidence P’existence de certaines familles de groupes (voir, par
exemple, I’exercice 23, chap. V).

20 I’exemple du groupe diédral considéré comme produit
semi-direct de groupes cycliques montre qu'un produit semi-direct
de groupes abéliens n’est pas, en général, abélien.

Remarque (5.52) : Par analogie avec le cas d’un groupe H opérant
sur un groupe N, de telle sorte que le morphisme ¢:H — Sy
associé 2 cette action vérifie la condition Im ¢ < Aut(N) (voir
les préliminaires de ce paragraphe), on peut envisager I’action
d’un groupe G opérant sur un ensemble E muni d’une structure
algébrique autre que celle de groupe. En particulier, si E est
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un espace vectoriel, si G opére sur E de telle sorte que le mor-
phisme p:G — S associé A cette action vérifie la condition
Imp < GL(E), alors le couple (p, E), ot p est considéré comme
morphisme de groupes de G dans GL(E), définit ce qu’on appelle
une représentation lindaire de G (4 rapprocher de la notion de repré-
sentation matricielle d’'un groupe, considérée dans I’exercice 25,
chap. I).

La théorie de la représentation linéaire des groupes ne sera
pas développée dans ce livre; signalons, cependant, que cette
théorie a fourni de puissantes méthodes de démonstration pour
Pétude des groupes (en particulier des groupes finis) et qu’elle
s’est révélée avoir, aussi, des applications dans certains domaines
de la physique et en chimie structurale, ce qui en a renforcé 'intérét
(voir par exemple [66] et [55]).

Exercices Chapitre V

1) a, b, ¢ étant des nombres réels, soit

G={(: i);ac;e 0}.

Vérifier que G est un sous-groupe de GL(2, R) et que G opére
sur R par ’application

()t
0o ¢ c

Déterminer le noyau de ’action de G sur R, ainsi que le sta-
bilisateur et la G-orbite de 0.

2) Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E.

a) On suppose que ’action de G sur E est telle que Eg = o,
Ey étant Pensemble des points fixes de E.

Si |G| =15 et |E| =17, trouver le nombre de G-orbites
et le cardinal de chacune d’elles.

b) Montrer que, si |G| =33 et |E| =19, alors nécessai-
rement Eg est non vide.
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Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S;; on considére G
comme opérant de fagon naturelle sur N, ={1,2, 3, 4}.

Pour chacun des groupes G suivants, déterminer la décompo-
sition de N, en G-orbites et le stabilisateur de chaque élément

de N,.
G=<(,2,3)); G=<(1,2),3,4)); G=A,.
a b
c d
Soit R? = {(x,9); x, y réels}.
b
A tout couple d’éléments ( (%, ), (a d)) de RZx G on
¢

Soit G = GL(2, R); G={( );a, b,c,dréels,ad—bc;éO}.

b
d) = (ax + ¢y, bx + dy).

a) Prouver que le groupe G opére ainsi, & droile, sur I’espace
vectoriel R2

b) Soit @ Pensemble des droites de Iespace vectoriel RZ

a
associe le produit de matrices (x, ) (
¢

De2 <« D={(ax,px);*x€R,acetp fixés dans R}.

Vérifier que G optre A droite sur 2.
Si D = (2x, x) déterminer Gp et Q.
¢) Soit H le sous-groupe de G engendré par les matrices

—1 0) 0 —1
et .
("o )= (i o)
— Vérifier que H est un groupe fini d’ordre 8.

— On considére H comme opérant 4 droite sur 2.
Pour D = (2x, x), trouver Hp et la H-orbite de D.

Soit T" le sous-groupe de GL(2, R) défini par :

r={{* %Y. a>o0, s o}
‘{(o b)’”>’ =

On considére I' comme opérant A droite sur Pespace vecto-
riel R? (voir I’exercice 4 ci-dessus).

Déterminer les stabilisateurs 'y ), T'q 1y, Tio,1-

Trouver toutes les I'-orbites de R2 et vérifier ainsi qu’il y
en a 9.
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L’objet de cet exercice est de prouver que le groupe alterné A, est
simple pour n>2 5.

10 Soit 2> 2 dans N; on note C, I’ensemble des r-cycles
du groupe symétrique S, (2 <r < n). Vérifier les propriétés
suivantes :

a) Le groupe S, opére transitivement, par conjugaison sur C,.

b) Si 2<r<n—2, alors A, opére aussi transitivement par
conjugaison sur C, (voir exercices 24 et 26, chap. III).

20 Soit n> 5 dans N. On suppose qu’il existe un sous-
groupe H de A, tel que H# (¢) et H<A,.

a) Montrer que, pour prouver la simplicité de A, il suffit de
démontrer que H contient un 3-cycle.

Le but des questions qui suivent est donc de mettre en évidence
Pexistence d’un 3-cycle dans H.

b) Soient a €A, et oceH.
Vérifier que o' oo™t € H; si a = (3, 4, k), écrire o~
sous forme d’un produit de deux 3-cycles.

¢) Soient 7 eH\{e} et i esupp(r). On pose j =7(i). Soit
keNN(,j, 7@} on pose I =1(k).

En considérant o~ ! cac™! ot a = (i, §, k), démontrer que H
contient une permutation ¢ # ¢ telle que ]supp(o-)l < 5.

Montrer que cette permutation ¢ est nécessairement : un
3-cycle, ou un 5-cycle, ou un produit de deux transpositions dont
les supports sont disjoints.

En conclure que H contient un 3-cycle. [Dans le second cas,
en posant ¢ = (i, f, k, I, m) et a = (i,j, k), calculer «! cac™;
dans le troisidme cas, poser o = (4,f) (&, I), en tenant compte
de I’hypothése n > 5, considérer B = (3,7, m) ot meN,\{i,/, %, )
et calculer B! ofic™ 1]

—1 —1

CXGC

Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S, (n > 2).
On suppose que G opére transitivement de fagon naturelle sur

N, ={1,2,...,n}.
a) Soit H< G; H opére aussi de fagon naturelle sur N,,.
Montrer que les H-orbites de N, sont toutes de méme cardinal.
b) Prouver que, si n est un nombre premier, alors H opére
transitivement sur N, .

Soit C un cube considéré comme solide indéformable et dont les
sommets seront notés 1, 2, ..., 8 :
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On appelle « groupe de symétries » du cube le groupe G
des isométries de D’espace affine euclidien de dimension 3, qui
conservent le cube.

On remarque que G peut étre identifié & un sous-groupe du
groupe symétrique Sg.

Ve _12345678)
a) rlelrqm”‘—(23416785
1 23 45678

etB:(
26731584)

définissent deux isométries appartenant a G.

b) Soit H = {a, > le sous-groupe de G engendré par «o
et B; on considére H comme opérant de fagon naturelle sur ’en-
semble des sommets de C.

Déterminer la H-orbite de 1.

En déduire que G opere transitivement sur Pensemble des
sommets de C.

¢) On remarquera que tout y € G est une permutation des
quatre diagonales g, b, ¢, dde C [a = (1,7), b = (2,8), ¢ = (3,5),
d = (4,6)].

Déterminer alors, le stabilisateur G; de 1 dans Paction de G
sur I’ensemble des sommets du cube.

[Vérifier que Gy est le groupe engendré par la rotation

d’angle 231_1_: autour de a.]

En tenant compte du résultat de la question ), trouver ’ordre
du groupe G. En conclure que G s’identific au groupe S;.
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9) (Application des lemmes (5.40) et (5.41).)

a) Soit G un groupe fini; soit H< G tel que o(H) =p",
oll p est un nombre premier, 7> 1 dans N et p divise [G: H].

On pose E = ( g) et on considére I’action de H par trans-

lation a4 gauche sur E; Eg désignant Iensemble des points fixes
du H-ensemble E, prouver que

xHeEg <« xeNgH).

En déduire que p divise [Ng(H) : H].

b) On suppose que o(G) = p*, r >0 dans N. Vérifier que :
H < G = H << Ng(H).

En conclure que, si o(H) = p"~1, alors H est normal dans G.

10) Soit G un groupe opérant sur un ensemble E, par I’application
G X E—+>E
(8, %) b gx.
Pour X e Z#(E), ensemble des parties de E, on pose
Gx={geG;gx =% VxeX}
et Gx ={geG;gX =X}
Prouver que a} Gx = gGx g™ ! et Gix = gGx g™}
b) Gx et Gy sont des sous-groupes de G tels que
Gy < Gx.
¢} Soit x € E, posons X = 2,, la G-orbite de .
Montrer que, dans ce cas, on a Gx <G et que G est le noyau
de l'action de G sur X = Q_; en déduire que ~— est isomorphe

& un sous-groupe du groupe symétrique Sx. Gx

11) (Application de I’exercice précédent.)

Soit G un groupe fini. On suppose que G opere fidélement sur
un ensemble fini E. Soit 2 le nombre des G-orbites de E, que
I'on note X, X,, ..., X,.

Pour tout ¢ (1 < ¢ < k), on pose

n=|X| et G =0Gg;,={geG;gx=xVreX}



12)

13)

14)

Groupe opérant sur un ensemble 201

D’aprés le ¢) de Pexercice 10, on a G; < G.
Pour tout i (I <7<k) on note m; I’épimorphisme cano-

nique G —» -9 En considérant :

G,
=G > _9 X 9_ X X _g
*TETGE TG TG,
X b (ﬂl(x)’ 772("), LA ] Ttk(x))'

Prouver que G est isomorphe & un sous-groupe de
Sp; X Spy X .. X S,

Soient G un groupe fini et Hunsous-groupe de Gtel que [G:H] = n.
Prouver que G contient un sous-groupe K tel que K9G, Kc H
et [G:K] divise n!.

Soit G un groupe fini considéré comme opérant sur lui-méme par

conjugaison. Soit £ le nombre des classes de conjugaison de G.

On suppose G # (¢) et on désigne par p le plus petit nombre
o(G)

premier divisant I'ordre de G. Démontrer que %2 > e implique

Z(G) # (¢)-

L’objet de cet exercice est la détermination du nombre des classes
de conjugaison du groupe syméirique S, (n = 2).
Soit o €S, décomposé en un produit de cycles disjoints :

‘
6=Y1Y2---Y: telsque X longy, = n (remarque (3.58)).
j=1

On pose n, =longy; (1 <i<t).
a) Vérifier qu’il est toujours possible d’écrire ¢ = y;v3 -+ Y¢

de telle fagon que 'on ait 1 <7 << ... <.
Ainsi tout o €S, détermine une suite d’entiers positifs
t

(ny, mpy ..., my) telleque ny <my<...<n et 2 n=n Une
. . - i=1
telle suite est appelée une partition de n. '

b) v et ¥' étant deux cycles dans S,, prouver que :

vy et ¥’ sont conjugués dans S, <> longy =longy’

En déduire que deux permutations ¢ et ¢’ sont conjuguées
dans S, si et seulement si elles déterminent la méme partition de .

En conclure que le nombre des classes de conjugaison de S,
est égal au nombre des partitions de n, noté p(n). (Ce nombre p(n)
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définit une fonction arithmétique p: N° — N° bien connue en
théorie des nombres [36]. On pourra vérifier en particulier que

p() =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11.)
15) Soient r et n dans N telsque 2 < r < n.

a) Vérifier que dans S,, une permutation ¢ commute avec
le rcycle vy = (1,2, ...,7), si et seulement si ¢ = y*o1, olt
ke{l,2,...,r}, T€S, etlaissefixe 1,2, ..., r. [Voir exercice 24,
chap. II1.]

Quel est le nombre des permutations qui commutent avec y ?

!
b) Démontrer que le nombre de r-cycles dans S, est rl (n——ir_)_i

16) Soit n> 4 dans N.

a) Quelle est la forme des éléments qui commutent avec
(1,2) (3,4 dans S,?

b) Quel est le nombre de conjugués de (I, 2) (3,4) dans S,?

17) (Formule de Burnside (1) [10].)

a) Principe de dénombrement : soient X et Y deux ensembles
finis et soit S € X X Y on pose

S(a, -) ={(x,y) €S;x =a} et S(.,b) ={(x)eS;y =05}

Vérifier que les familles {S(a, -); 2 € X} et {S(.,b);beY}
forment deux partitions de S, en déduire que

|S| = X [S(a, )| = X |S(-, 8)].
aEX bEY
b) Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E, par
Papplication :
G X E—~E
(g %) > g

On note ¢ le nombre des G-orbites de E et pour tout g € G, on pose

F(g) ={x€E; gx = x}.

() William Snow Burnside, mathématicien américain (1852-1927).
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— Soit S ={(g, %) €G X E; gx = x}; compte tenu de a),
vérifier que S(g, .) = F(g) et S(.,x) = G, (stabilisateur de x)
et en déduire que

t
X|F@|=2X X |Gl
gEG j=1 zEQ,i

ou les Q,; (1 <i<t) sont les G-orbites de E.
— Prouver alors que

¢
3 [F(g)l =X [Qz,'l leil;
gEG t=1

en conclure que

Y |F(g)| =t|G| (formule de Burnside).
9EG

¢) Ecrire la formule ci-dessus, dans le cas ot G opére transi-
tivement sur E.

Soit G un groupe fini opérant transitivement sur un ensemble fini E
(les notations sont celles de Pexercice 17).

a) Démontrer que le nombre des G,-orbites de E est indé-
pendant de x; on note 7 ce nombre.

b) Compte tenu des résultats de I’exercice précédent, véri-
fier que

r|Gl=2X X |Flg)|=% X |Fg)l,

z€EE ¢E€EGyx gEG zEF(g)

en conclure que :
|G| = X [F(g) |
0EG

Soit G un groupe opérant sur un ensemble E; on dit que G est
k-transitif sur E, k> 1 dans N, si, quels que soient les A-tuples
ordonnés (¥, %5, ..., %) €t (31,2, - - -, ) chacun d’eux étant
formé d’éléments distincts dans E, il existe g€ G tel que, pour
tout ¢ (1 <i<gk), gx =y

a) Vérifier que, si G est k-transitif sur E, k> 2, alors, G est
l-transitf sur E, c’est-3-dire transitif sur E.

b) Pour k> 2, prouver que G est k-transitif sur E, si et seu-
lement si, quel que soit x € E, G, est (8 — 1)-transitif sur E\{x}.

¢) On suppose que le groupe G et I'ensemble E sont finis et
que G opere k-transitivement sur E, k> 2.
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— A DPaide des résultats des exercices 17 et 18 précédents,
montrer que

|Gl = X |F(e)] et 2|G|= X |F(g)[*
0EG 0EG

— Si | E| = n, démontrer que |G| est divisible parn(n—1) ...
(n—% 4+ 1). [On pourra partir de Pégalité |G| =n|G,|.]

Pour 7> 2 dans N, on consideére le groupe symétrique S, opérant
de fagon naturelle sur N, ={1,2,...,n}.

a) Prouver que S, est n-transitif sur N,,.

b) Démontrer que pour n > 3, A, est (n— 2)-transitif sur N,,.
[Procéder par récurrence sur n et vérifier, en considérant les
(n— 1)-tuples (1,2, ....2—2,n—1) et (1,2,...,n—2,n),
que A, n’est pas (n — 1)-transitif sur N,,.]

z
a) Pour n> 2 dans N, on pose Z, = 7z vérifier que I’'on a

D,~Z, X,Z,, ol ¢ est un morphisme de groupes de Z, dans
Aut(Z,), que I’on précisera (voir exemple (5.50)).

b) D, désignant le groupe diédral infini (exercice 35,
chap. 1V), montrer que 'on 2 D, >~ Z X, Z,, ol le morphisme
¢ € Hom(Z,, Aut(Z)) est a préciser.

N, et N, étant des groupes, prouver que :

N, ~ N, = Hol(N,;) ~ Hol(N,)
(voir exemples (5.50) et exercice 32, chap. I).

N étant un groupe, soit H < Aut(N). On considére I’action
naturelle de H sur N et on note i I'injection canonique de H
dans Aut(N).

a) Vérifier que N x; H est un sous-groupe de Hol(N).

b) Compte tenu des exercices 21 ci-dessus et 17, chap. IV,
montrer que, pour n> 3, D, est isomorphe & un sous-groupe
de Hol(Z,) et que D, est isomorphe & Hol(Z).

G étant un groupe, soit A €End(G) tel que AoA=2A. Si
K=KerA e L=1Ima, démontrer que G est produit semi-
direct de K par L.

Vérifier que K est le sous-groupe normal de G engendré par

{erg™),g€G}.
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25) Soit H = (k> un groupe cyclique d’ordre 4 et N = (x> un
groupe cyclique d’ordre 2n, n> 2 dans N,
a) Vérifier qu’il existe un unique morphisme
¢ € Hom(H, Aut(N)) tel que ¢@,(x) = »* = 71,

quel que soit x € N. On pose alors G =N x, H.

b) Z(G) dé&ignant le centre du groupe G, démontrer les
propriétés :

G
- n 2N A _— o~
Z(G) = (x> X (B> =2 Cy x C; et Z(G)_D"'
¢) Soit K = {x"h2); vérifier que K <G,
~ G = HK = NK

On pose G—K, H=T’ N—-T

Prouver que ﬁ, N, G sont tels que :

H<G e HaCy N<G e NGy

G=NH, |NnH|=2 |G|=+4n

Le groupe G ainsi défini est appelé : groupe dicyclique d’ordre 4n.

d) Soit Z(G) = 2(G ), montrer que Z(G) = Z(G).

Déterminer ’ordre dc Z(G); en conclure que G est non abélien.
G _ G
z(G) " 2(G)
e) Vérifier que G n’a qu’un seul élément d’ordre 2; en déduire
que G 3¢ D,,.
Prouver que n =2 implique G ~ Q4 (groupe des quaternions).
Jf) On note désormais Q,, le groupe dicyclique d’ordre 4n
(n> 2). Compte tenu des résultats précédents, vérifier que, dans
G = Q,,, on peut identifier N 2 N et H & H; en déduire que
Q4. peut étre considéré comme engendré par deux éléments x et h
tels que :

ofx) =2n, o(h) =4, k2=, x1=hehL

Prouver que

26) Soit E un espace vectoriel non nul; Sy, L(E), GL(E) désignent,
respectivement, le groupe symétrique, P’anneau des endomor-
phismes linéaires et le groupe linéaire général de E.

a) Pour feL(E) et acE, on note (f; a) 'application :
(f;0):E-E
x> f(x) +a
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Prouver que (f;a) €Sg, si et seulement si fe GL(E).
b) Soit S/ (E) ={(f;a);f€GL(E),acE}.

— Vérifier que 'on a &/(E) < Sy et GL(E) < (E).
S(E) est le groupe affine de E.

-— Soit & (E) Pensemble des translations de E :
E(E) ={(e;a);e =idg,acE}.

Prouver les propriétés : & (E) J&/(E) et &(E) ~ (E, +).

¢) On identifie 8(E) & (E, +) en posant (¢;a) =a et on
éerit fa A la place de ( f; a); démontrer alors que & (E) est produit
semi-direct de (E, 4-) par GL(E).

Etant donné deux groupes G et G’ opérant, respectivement, sur
deux ensembles E et E’, on dira que les actions de G sur E et G’
sur E’ sont éguivalentes, s’il existe un isomorphisme 6 de G sur G’
et une bijection A de E sur E’, tels que :

0(g)-A(x) = A(g.x), quels que soient ge G et xekE.

1o On suppose que les actions de G sur E et G’ sur E’ sont
équivalentes; vérifier les propriétés suivantes :

a) quel que soit x€E :
[G, = Stabg(#) et G,y = Stabg.(A(%))] = G, = Gj;
b) G transitif sur E <« G’ transitif sur E'.
G transitif sur E=>G, ~ G}, V (x,») €E x E’;
¢) G opere fidelement sur E <> G’ opére fidélement sur E’.
20 Soit G un groupe opérant fidélement sur un ensemble E.
Soit A une bijection de E sur un ensemble E’. On note y le mor-
phisme de groupes de G dans Sg associé a I’action de G sur E :
Y: G —-> SE
g Y, Y,(x) =g.x, VxeE.
Vérifier que, pour tout g € G, Aovy,o X1 €Sy et que I'appli-
cation :
0:G — Sg
g Ao Ygo N
est un monomorphisme de groupes.

On pose G’ =Im ¢; montrer que I'action de G sur E est
équivalente a I’action naturelle de G’ sur E'.



CHAPITRE VI

Groupes finis. T héorémes de Sylow

G étant un groupe fini d’ordre m, d’aprés le théoréme de
Lagrange (chap. II), tout sous-groupe de G a un ordre qui divise m.
Par contre, si d est un entier positif divisant m, il n’existe pas
nécessairement un sous-groupe de G, d’ordre d. Par exemple, le
groupe alterné A,, d’ordre 12, n’a pas de sous-groupe d’ordre 6
(exercice 10, chap. IV).

Cependant, nous allons voir dans ce chapitre que, grice au
premier théoréme de Sylow, on peut affirmer que, si le diviseur d
de m est une puissance d’un nombre premier, alors le groupe G
a au moins un sous-groupe d’ordre d. Le second théoréme dc
Sylow donnera une indication sur le nombre de certains de ces
sous-groupes.

Ces théorémes, démontrés en 1872, sont fondamentaux en
théorie des groupes finis.

1 — Théorédmes de Sylow

A | Premier théoréme de Sylow (%)
THEOREME (6.1). Soient G un groupe fini et p un nombre premier

divisant Pordre de G. St o(G) = sp®, avec s non divisible par p, alors pour
tout entier r (1 < r < n), il existe un sous-groupe de G d’ordre p'.

(1) Peter Ludwig Mejdell Sylow, mathématicien suédois (1832-1918).
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On connait plusieurs démonstrations de ce théoré¢me; celle qui
est donnée ici date de 1959 [75], elle utilise la notion de groupe
opérant sur un ensemble et s’appuie sur la remarque préliminaire
sutvante :

Remarqgue (6.2) : D’une fagon générale, pour a et b entiers posi-
tifs, notons C? le nombre de combinaisons de a éléments & & &.
Autrement dit, si X est un ensemble fint de cardinal a, le nombre
des parties de X de cardinal 4 est C2. D’aprés un résultat d’analyse
combinatoire [16] :

ala—1) ... (a—b+1) a!
= 5 = (a—0p)! (1)

c:
Compte tenu des notations du théoré¢me (6.1), démontrons

que pour tout entier r (1<r<mn), on a

Co, = Ap"~", ol A est un entier non divisible par p (2)
D’apreés (1),
cr =£.5ﬁ"—1'51’"‘—2 sp"— (p"—1)
Wt T T 1 2 p—1

p—1 st —(F—1)
1 F—1

Cha=sp""-

C?. étant un entier, il suffit de prouver que chaque fraction
spt—Fk
k

teur, ni le numérateur n’est divisible par p.
Pour tout 2 (1 <2< p"—1), on peut écrire :

est égale 2 une fraction irréductible dont ni le dénomina-

k= gp* avec 0 < a < r et ¢ nondivisible par p dans N,
sp" —k _ =gt g,

k " g
p ne divise pas ¢, donc p ne divise pas "~ *—¢, ce qui implique
la relation (2).

alors

Preuve du théordme (6.1) : Etant donné un entier 7 (1 < 7 < n),
notons & Pensemble des parties de G, de cardinal p".
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D’aprés la remarque (6.2), & est un ensemble fini de car-
dinal CZ, et en tenant compte de (2), on a

| F| =n""", ol A est un entier, non divisible par p.

Si Ae%, pour tout geG, |gA|=]A|=7p"; par suite,
G opére sur F par translation & gauche.

Soit { A,}1<‘<k une famille de représentants des G-orbites dis-
tinctes de &; le corollaire (5.21) implique :

lg;l = E [G GA,]’

i=1

ol, pour tout ¢ (1 <2< k), Gy est le stabilisateur de A; dans G;
par suite, on a :

k
2 [G:G,]l =M""", A entier non divisible par p.
i=1

On en déduit qu’il existe au moins un entier 2 (1 < A< &)
tel que p"~"*! ne divise par [G: G,}.
Posons alors H = G,,.

o(G) = sp" = sp” = o(H) [G: H].
Par hypothése, p"~"*! ne divise pas [G:H], donc,
[G:H] =5 p% ous diviseset 0 < « < n—7, dansN.
En posant s = s's"”, on a o(H) = s p"~%;
OLKagsn—r=>r<n—ax<n,
par suite, p" divise o(H), d’ot p" < o(H)

D’autre part, H = G,,, ou A, € #. Quels que soient g et g
dans G,,, on a

AL =g A, = A,

’

et g# g implique gx+# g'x, quel que soit x €A,.
On en déduit que |G,,| < [A,| =9, c ’est-a-dire o(H) < #',
ce qui conduit 2 la conclusion : o(H) =
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En appliquant le théoréme (6.1) dans le cas » = 1, puis dans
le cas r = n, on obtient les deux résultats suivants :

CoroLLAIRE (6.3). (Théoré¢me de Cauchy (?)) :

G étant un groupe finz, si p est un nombre premier divisant ’ordre de G,
alors G a au moins un élément d’ordre p.

CoroLLAIRE (6.4). St G est un groupe fini d’ordre sp®, ot p est
un nombre premier ne divisant pas s, alors G contient au moins un sous-
groupe d’ordre p*.

Remarque (6.5) : Chronologiquement, le résultat de Cauchy a
précédé celui de Sylow et on peut en trouver une démonstration
directe dans [39], par exemple.

Définition (6.6) :

1o Si G est un groupe fini, on dit que G est un p-groupe, si
o(G) = #", ou p est un nombre premier et 7 € N.

2¢ Etant donné un groupe fini G et un nombre premier p
divisant o(G), un sous-groupe H de G est un p-sous-groupe de G,
si o(H) =p", r> 0 dans N.

32 Si G est un groupe fini d’ordre sp”, ol p est un nombre
premier ne divisant pas s, alors tout sous-groupe d’ordre p* de G est
appelé : p-sous-groupe de Sylow de G.

B / Second théoréme de Sylow

THEOREME (6.7). Sotent G un groupe fini et p un nombre premier
divisant Pordre de G ; alors,

10 tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G ;

20 les p-sous-groupes de Sylow de G sont comjugués ;

30 le nombre des p-sous-groupes de Sylow de G est congru & 1 modulo p et
divise Uordre de G.

(%) Augustin-Louis Cauchy, mathématicien frangais (1789-1857).
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La démonstration [61] que nous donnons de ce théoréme
s’appuie sur les lemmes (5.40), (5.41), et sur le suivant :

LemMmE (6.8). G étant un groupe fini, si S est un p-sous-groupe
de Sylow de G, alors S est Punique p-sous-groupe de Ng(S).

Preuve : Posons o(G) = p* s, p ne divisant pas s.

On remarque que S est un p-sous-groupe de Sylow dc tout
sous-groupe de G contenant S; en particulier, S est un p-sous-
groupe de Sylow de Ng(S). Si o(INg(S)) = p" 5" et si K est un
p-sous-groupe de Sylow de Ng(S), on a [Ng(S) : K] =", p ne
divisant pas s’. De Papplication du lemmc (5.41), avec H = §,
on déduit qu’il existe x € N(S) tel que

K < aSx1;

alors, xSx~'==8 et o(K) = o(S) implique K = S.

Preuve du théoréme (6.7) : Comme ci-dessus, on pose o(G) = p* s,
p ne divisant pas s.

Ie Soit H un p-sous-groupe de G; si S est un p-sous-groupe de
Sylow de G, on a [G:S] = s; d’aprés le lemme (5.41) : il existe
x€G tel que H < xSx7'; mais o(xSx!) = 0(S), donc xSx?!
est un p-sous-groupe de Sylow de G.

20 Si S et S’ sont deux p-sous-groupes de Sylow de G, le raison-
nement ci-dessus montre qu’il existe x € G tel que S’ < xSa!;
xSx~! étant un p-sous-groupe de Sylow de G, on a nécessairement
S’ = xSx~.

3¢ Soit & lPensemble des p-sous-groupes de Sylow de G.
D’aprés le résultat précédent, G opére transitivement par conju-
gaison sur &. Notons Qg la classe de conjugaison d’un élément
Ses, alors:

|| =1Qs] = [G: Ne(8)];

parsuite, | & | divise 0 (G) et, plus précisément, | & | divise [G:S] = s
puisque [G: Ng(S)] divise [G:S].

D’autre part, S opére sur ¥ par conjugaison; si & désigne ’en-
semble des points fixes du S-ensemble &, d’aprés le lemme (5.40),
on a

| Z| = | F| (modp).
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Or, S’e Sy <« S =38y, VyeS
S'e Sy < S < Ng(S).
Mais, d’aprés le lemme (6.8), N;(S’) ne contient qu’un seul
p-sous-groupe de Sylow S’; on en déduit que
|Fel =1, dou |#|=1 (modp).
En résumé et en vue des applications pratiques, on retiendra que, si

o(G) = p" s, p premier ne divisant pas s et si n, est le nombre des p-sous-
groupes de Sylow de G, alors :

n,=1 (modp) et n, divise s (3)

Les propriétés suivantes sont la conséquence directe du 2° du
théoréme (6.7) :

CoROLLAIRE (6.9). Ur groupe fini G a un unique p-sous-groupe
de Sylow S, si et seulement si S est normal dans G.

En particulier, dans un groupe fini abélien G, pour tout nombre
premier p divisant lordre de G, il n’existe qu’un seul p-sous-groupe
de Sylow.

2 — Quelques applications des théorames de Sylow

Le résultat suivant sera utilisé dans I’étude des groupes nilpo-
tents finis (chap. VII).

LemMME (6.10) (G. Frattini). Soit H un sous-groupe fini et normal
d’un groupe G. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de H, alors G = HN4(S).

Preuve : Soit g € G, alors gSg™' < gHg™' = H, et |gSg™'| = |S]|;
par suite, gSg~! est un p-sous-groupe de Sylow de H, donc est
conjugué de S dans H, c’est-a-dire qu’il existe heH tel que
gSg = MSKY, dot S =Fk1gS8g7"h.

On en déduit que A 'geNy(S), donc geHNi(S), par
suite G = HN(S).
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CorOLLAIRE (6.11). Soient G un groupe fini et S un p-sous-groupe
de Sylow de G ; alors pour H, sous-groupe de G, on a :

Ng(S) < H = Ny(H) = H.

Preuve : Ng(S) < H< G =>S<H<G.

S étant un p-sous-groupe de Sylow de G, S est aussi un p-sous-
groupe de Sylow de H. D’autre part, on a H < N;(H); en appli-
quant le lemme (6. 10) & H considéré comme sous-groupc de N, (H),
on obtient :

Ne(H) = HN(S)

et N;(S) < H implique alors Ny(H) = H.

TuEorEME (6.12). Soit G un groupe fini tel que o(G) = pg,
ol p et q sont deux nombres premiers distincts, tels que g % 1 (mod p);
alors G a un unique p-sous-groupe de Sylow.

Preuve : Soit n, le nombre des p-sous-groupes de Sylow de G;
d’aprés le second théoréme de Sylow, on a n, =1 (modp) et
n, divise [G:S] = ¢; ’hypothése ¢ # 1 (mod p) implique donc

n, = 1.

Remarque (6.13) : Si G est un groupe fini, non abélien, d’ordre p",
ot p est premier, alors G n’est pas simple.

En effet, d’apreés le théoréme (5.27), le centre de G est un
sous-groupe propre, différent de (¢) et normal dans G.

ProvrosiTion (6.14). St G est un groupe simple, fini, non abélien
et si p premier divise o(G), alors le nombre n,, des p-sous-groupes de Sylow
de G est plus grand que 1.

Preuve : Soit S un p-sous-groupe de Sylow de G; on a S # (¢)
et, d’aprés la remarque (6.13), S est nécessairement un sous-
groupe propre de G. Si S était Punique p-sous-groupe de Sylow
de G, S serait normal dans G (corollaire (6.9)), ce qui est impos-
sible, car G est simple; par suite on a 7, > 1.
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ProrosiTION (6.15). Si G est un groupe fini d’ordre pg, out p et g
sont deux nombres premiers distincts, alors G n’est pas simple.

Preuve : On peut supposer p > ¢; alors g—1 n’est pas
divisible par p; d’aprés le théoréme (6.12), G a un unique p-sous-
groupe de Sylow S; on a

() <S<G e S G (corollaire (6.9)),

donc G n’est pas simple.

ProrosiTION (6.16). Soient p et q deux nombres premiers distincts
tels que p+1(modg) e ¢ =1 (modp); alors tout groupe
d’ordre pq est cyclique.

Preuve : Soit G un groupe fini tel que o(G) = pg. D’aprés
le théoréme (6.12) G a un unique p-sous-groupe de Sylow S et
un unique g-sous-groupe de Sylow T; on a S<G et T<G.

S et T sont d’ordres premiers, donc ils sont cycliques; posons
S=<Kx) et T =<y

b et ¢ étant premiers entre eux, S N'T = (¢).
Montrons que x et y commutent :

[%5] =" »,
alors (S<G et T<G) =[xy]eSNT,

d’ot  [x, 9] = e et, par suite, xy = yx.

On en déduit que Pordre de xy est pg, Aot G = {ap).

ProrositioN (6.17). Soit p un nombre premier impair.
St G est un groupe fini d’ordre 2p, alors on a :
GG, ou GxD, (groupe diédral).

Preuve : p premier impair implique p > 2; 2 % 1 (mod p),
donc G a un unique p-sous-groupe de Sylow S ~ C,.
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Le nombre n, des 2-sous-groupes de Sylow de G est congru
a2 1 modulo 2 et divise p, donc n, =1 ou ny=p :

— si n, =1, on vérifie que : G~ C, X C, = C,,.
—si n,=p, S étant le p-sous-groupe de Sylow de G, soit
»€G\S, alors :

(0(G) = 2p et y ¢85) =0(y) =

G a un unique sous-groupe cyclique S d’ordre p > 2, tel que
[G:8] =2 et tout élément de G\S est d’ordre 2; on en déduit
que le groupe G d’ordre 2p est isomorphe au groupe diédral D,.

TrEorREME (6.18). Soit un groupe fii G # (e), tel que
o(G) = phapge ... ppk, B> 1 dans N, les p; (1 < i< k) étant des
nombres premiers distincts et les o, des entiers strictement posztzfs Si, pour
touti: (1<i<k), Gaun uniquc p;-sous-groupe de Sylow Py, alors :

G=P,P,...P,~ [I P, (4)

1Kisk

Preuve : Pour touti (1 <2< k), ona P,<G (corollaire (6.9));
on en déduit que H=P,P,... P, est un sous-groupe normal
de G et on vérifie que, d’aprés la proposition (1.88), H est iso-
morphe au produit direct des p,-groupes P; (1 < i< k); alors :

Hx I Pi=oH) = TIL oP) = o(H) =o(G),

1<i<k I1sisk

d’ou la relation (4).

CoOROLLAIRE (6.19). Si G # (¢) est un groupe abélien fini,
dordre prp3 ... p3k, k> 1 dans N, les p, (1 < i< R) étant des
nombres premiers distincts et les o des entiers positifs non nuls, alors G
est isomorphe au produit direct de ses p,-sous-groupes de Sylow
distincts.

Remarque (6.20) : Si la loi de composition d’un groupe abélien
fni G # (¢) est notée additivement, la relation (4) s’écrit :

G=P,06P,®...0P,.
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Exercices Chapitre VI

1)

2)

3)
)

5)

6)

7)

8)

Montrer que, si n est impair, alors tout sous-groupe de Sylow du
groupe diédral D,, d’ordre 2n, est cyclique.

Déterminer les 2-sous-groupes de Sylow du groupe symétrique S,
et vérifier que chacun d’eux est isomorphe au groupe diédral D,.
[Remarquer que tout sous-groupe d’ordre 4 de S, est contenu
dans un 2-sous-groupe de Sylow de S,.]

Prouver que tout sous-groupe d’ordre 35 est cyclique.
Montrer qu’un groupe d’ordre 42 n’est pas simple.

Soit G un groupe fini d’ordre 56. On note, respectivement, 7,
et n, le nombre des 7-sous-groupes de Sylow et celui des 2-sous-
groupes de Sylow de G.

a) Vérifier que n, =1 ou n, =8.

b) Dans le cas ou n, = 8, déterminer le nombre des éléments
d’ordre 7 dans G et calculer n,.

¢} Montrer que, dans tous les cas, G n’est pas simple.

Démontrer qu’il n'existe pas de groupe simple d’ordre 300. [G
étant un groupe d’ordre 300, dans le cas ou le nombre des 5-sous-
groupes de Sylow H de G est plus grand que 1, considérer
[G: Ng(H)] et utiliser la remarque (5.16), chap. V, 29°.]

Soit G un groupe fini d’ordre p2 ¢, oll p et ¢ sont deux nombres
premiers distincts, tels que p2z£ 1 (modg) et ¢z 1 (modp).
Démontrer que G est abélien. [On montrera que G = H, H,
ot H, et H, sont, respectivement, un p-sous-groupe de Sylow et
un g-sous-groupe de Sylow de G.]

Soit G un groupe fini d’ordre $% ¢, oli p et ¢ sont des nombres
premiers distincts. Soit n, (respt n,) le nombre des p-sous-groupes
(respt g-sous-groupes) de Sylow de G.

En vue de prouver que n, =1 ou n, = 1, on fait I’hypothése
contraire, c’est-d-dire que l'on suppose n, >1 et n, > 1.

a) Montrer que :
n,>l=>g>p

et n,>1=>n,=p ou n, = p>
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10)

11)
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b) En considérant le nombre des éléments d’ordre ¢ dans G,
montrer que n, = p implique p > ¢ et n, = p? implique n, = 1.

En déduire que nécessairement n, = 1 ou n, = I; en conclure
que le groupe G n’est pas simple.

Soit G un groupe d’ordre p" g, ou1 p et ¢ sont des nombres premiers
distincts et # > 1 dans N. On suppose que G a un g-sous-groupe
de Sylow Q tel que Ng(Q) = Q. Démontrer qu’il existe alors
un unique p-sous-groupe de Sylow; en conclure que G n’est pas
simple.

Soit G un groupe d’ordre pgr, o1 p, ¢, r sont des nombres premiers
distincts. On suppose $ > ¢ >7r et on note, respectivement, n,,
g, 7, le nombre des p-sous-groupes, g-sous-groupes, 7-sous-groupes
de Sylow de G.

a) En considérant les nombres d’éléments d’ordre, respective-
ment, p, ¢, 7, dans G, démontrer Pinégalité :

bgr=ny(p— 1) +n(g—1) + n(r—1) + 1 (1)

b) Prouver que I'hypothése n, > 1, n, > 1, n, >1 implique :
n,=gqr, ngzp, n.=4q.

Montrer que ces résultats sont en contradiction avec I'iné-
galité (1); en conclure que le groupe G n’est pas simple.

1o Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G tel que
[(G:H] =p, ol p est le plus petit nombre premier divisant ’ordre
de G. Soit K le noyau de 'action de G par translation 4 gauche

sur G
H),S

a) Justifier les propriétés suivantes :
— [H: K] divise p!;
— si [H: K] >1 etsi g est un nombie premier divisant [H: K],
alors ¢ = p.
&) Prouver que les deux propriétés précédentes sont contra-
dictoires.
En déduire que H est normal dans G.

20 Soit G un groupe d’ordre 399.

a) Vérifier que G a un sous-groupe d’ordre 19, normal dans G.

b) Prouver que G a au moins un sous-groupe cyclique
d’ordre 133, normal dans G [utiliser 1°].
Démontrer, alors, que G est un groupe cyclique.
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12) Soit G un groupe; soit K un sous-groupe fini et normal de G.
Si H est un p-sous-groupe de Sylow de K, normal dans K, prouver
que H est normal dans G.

13) Soient G un groupe fini et H £ G. Soit 8’ un p-sous-groupe de
Sylow de H, prouver qu’il existe un p-sous-groupe de Sylow S
de G tel que S'=SnH.

14) Notations : le cardinal d’un ensemble fini E est noté | E|, de méme
P’ordre d’un groupe fini G est noté | G|.

Soient p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre p" s,
ot neN* et p ne divise pas s.

Le but de cet exercice est de prouver que pour fout entier k,
tel que 1< k< n, le nombre des sous-groupes de G d’ordre p* est
congru & 1 modulo p; d’apres le second théoréme de Sylow on sait
que la propriété est vraie pour kB =n, on supposera donc ici
1<k <n

On pose m = p"~*s, donc |G| = pFm. Soit E Pensemble
des parties de G ayant g* éléments.

10 g} Vérifier que G optre sur E par translation 4 gauche;
pour A €E, on note G, le stabilisateur de A.

b) Montrer que, pour A e€E, G, opére par translation a
gauche sur A.

Vérifier que la G,-orbite d'un élément a € A est la classe &
droite de @ modulo G,. En déduire que, pour tout AeE, |G|
divise p*.

20 On pose

E,={A€E;|G,| =#} et Ej={BeE;|Gg|=p,1<k}.

a) Soient B e E; et Qpla G-orbite de B, relativement & Paction
de G sur E, par translation & gauche.
Montrer que pm divise |Qg|; en déduire que :

|E| = |Eo| (mod pm).

b) Soit AeE, et acA; G, étant le stabilisateur de A,
considéré dans 1°, démontrer que

GAa:A.

¢} Soit H un sous-groupe d’ordre p* de G et Hx une classe
A droite modulo H, dans G.

Soit Gg, le stabilisateur de Hx, dans 'action de G sur E, par
translation & gauche.

Démontrer que Gg, = H; en déduire que Hx e E,.
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30 On désigne par A le nombre des sous-groupes de G d’ordre g*;
montrer que :

|E0|=7\m5
|E|

en conclure que A\ = — (mod p).

4¢ En remarquant que la classe de congruence de A modulo p
ne dépend pas de G, mais seulement de son ordre p” s et de I'entier £
(1 € 2 < n), démontrer que A est congru & 1 modulo p [prendre
G cyclique d’ordre p" s].

(Application de Pexercice 14 ci-dessus.)
C,, désignant un groupe cyclique d’ordre premier p, déterminer
le nombre des sous-groupes d’ordre p du groupe G = C, X C,.
Dans le cas ot p = 3, expliciter tous les sous-groupes d’ordre 3
de C; x G,

Déterminer (& un isomorphisme prés) tous les groupes finis d’ordre n < 18.
(Pour k> 2 dans N, G, déigne un groupe cyclique d’ordre £
et D, un groupe diédral d’ordre 2%; Qg est le groupe des qua-
ternions.)
On note G un groupe quelconque d’ordre 7 < 15.

a) Considérer les cas n=p (premier), n=2p (p premier
impair), n=pq, p et ¢ premiers tels que pF 1 (modg) et
¢# 1 (mod p) [voir propositions (6.16) et (6.17)].

b) Montrer que n = p? (p premier) implique :

G~C, ou G~C,xC,.

[Considérer un sous-groupe H d’ordre p de G et le sous-groupe
de G engendré par un élément x € G\H.]

¢) Cas n=28 :

— Vérifier que, si G est abélien, alors G est isomorphe 3 Cg,
ou C, X Gy, ou Gy x G, X C,.

[Considérer les 3 cas : il existe un élément d’ordre 8; il n’existe
pas d’élément d’ordre 8, mais il existe un élément d’ordre 4; il
n’existe pas d’élément d’ordre 4.]

~— On suppose G non abélien; montrer que G a nécessairement
un élément d’ordre 4 (exercice 5, chap. I).

Soit @ € G, un élément d’ordre 4; on pose N = {a). Prouver
que N <G et en déduire que b € G\N implique 42 e N et plus
précisément b2 =¢ ou % == 4% Démontrer alors, que :

(2°=e=>G>~D,) et (H=20a®=GCG~Q,.
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d) Pour n = I2, soient, respectivement, n, et ng le nombre de
2-sous-groupes et des 3-sous-groupes de Sylow de G.

— Vérifier que les couples (ny, ng) éventuellement possibles
sont (1, 1), (1,4), (3, 1), (8, 4).

— Montrer que le cas (ny, 1) = (3,4) est impossible [consi-
dérer, en particulier, le nombre des éléments d’ordre 3].

— Cas (ny,ng) = (1,1) : prouver que G est isomorphe a
Cy X Gy, ou Gy x Gy X G et qu’a un isomorphisme pres il
n’y a pas d’autre groupe abélien d’ordre 12.

— QCas (ny, ng) = (1,4) : Soit N le 2-sous-groupe de Sylow
de G; prouver que nécessairement : N ~ G, X C,.

Soit H un 3-sous-groupe de Sylow de G; montrer que G est
produit semi-direct de N par H.

En posant N ={e¢, a, b ab}, ou o® = b2 =¢ et H = {e, ¢, 3},
démontrer que ab = ba, ac = cb, bc = cab, abc = ca; en déduire
que G = A, (voir exercice 10, chap. IV).

[On pourra écrire la table de multiplication de G.]

— Cas (ny,n3) = (3,1) : Soit K le 3-sous-groupe de Sylow
de G.

On pose K = {e¢, ¢, ¢®}. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G.

1) Si §~C,, on pose S={e a,a%a}; K étant normal
dans G et G étant non abélien, vérifier les relations : aca—1# ¢,
ca = ac®, ¢a=ac; en déduire que :

G ={ea,ad% @ ¢ % ac a%c, a®c, ac? a® &, a® 2}

Démontrer que G peut étre considéré comme engendré par
x =a%c et a, qui vérifient :

o(x) =6, ofa)=4, Ba2=e x1=axal.

En conclure que G ~ Q,, (groupe dicyclique d’ordre 12;
voir exercice 25, chap. V).

2) Si §~C, x Cy, onpose S ={¢,a,b,ab}, ot a® = b2 =e.

K étant normal dans G et G étant non abélien, prouver qu’il
existe x €S tel que xcx~ 13 ¢; on suppose que x = a. On pose
H = K {(a); vérifier que H est un sous-groupe de G, produit
semi-direct de K par (2). En déduire que H ~ D, (voir chap. V).

Démontrer qu’il existe yeS\H tel que 3y l=c¢c. (Si
bebv1=¢, on prend y=1b; si (ab)c(ab)~! =¢, on prend
y=ab.)

Prouver que, quel que soit A e H, on a ky = pk; en déduire
que G=H{y) ~ Dy x C,.

Démontrer que G =~ Dy.

¢) En conclusion de P’étude précédente, on pourra écrire un
tableau récapitulatif de la forme :
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Ordre du groupe 1 2 3 ... 15
Nombre de groupes
commutatifs 1
Nombre de groupes
non commutatifs 0
Nombre total de groupes 1
17) Dans le groupe GL(2, C), on considére les matrices

18)

19)

0 i
() w6
i 0 0 eg?

a) Soit T" le sous-groupe de GL(2, C) engendré par A et B.

Démontrer que I' est isomorphe au groupe dicyclique Q,,
(exercice 25, chap. V), donc isomorphe au groupe G d’ordre 12,
correspondant, dans I’exercice 16, ci-dessus, au cas (n,, n;) = (3, 1)
et S~ C,.

b) Déterminer tous les sous-groupes cycliques de I', ou du
groupe G de P’exercice 16, qui lui est isomorphe; en déduire que
tous les sous-groupes du groupe dicyclique Q ;, sont cycliques.

G étant un groupe fini, soient H<IG et p un nombre premier
divisant [G: H]. Démontrer que X est un g-sous-groupe de Sylow

de %, si et seulement §’il existe un p-sous-groupe de Sylow S de G,
tel z= SH
el que %= 4.
Un groupe fini G sera dit Aypercycligue si tout sous-groupe de Sylow
de G est cyclique.

1o Trouver des exemples de groupes hypercycliques non
cycliques.

20 Prouver que tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe
fini hypercyclique est hypercyclique [utiliser les exercices 13 et 18
ci-dessus].

30 Démontrer que tout groupe abélien hypercyclique est
cyclique.
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4¢ Soit G un groupe fini hypercyclique non abélien, d’ordre p* s,
ol p est premier, 7> 1 et p ne divise pas s.

a) Si H et H sont deux p-sous-groupes de G d’ordre p*
(1 € r< n), montrer que H et H' sont conjugués dans G.

b) Soit N<G et H< G. On pose :
d=vrcop (|N|,|H|) et [=rpem(|N|,|H]).

Sid=pdpd...p5%, oulesp; (1 <i<k) sont des nombres
premiers distincts et les 8,- des entxers positifs (non nuls), montrer
que, pour tout i (1 < i< &), pfi divise |[NNH]|.

En déduire que |[INNH|=d et |[NH| =1L

¢) Démontrer que N < G implique N caractéristique dans G.

Soit p un nombre premier divisant 'ordre d’un groupe fini G;
soit 1, le nombre des p-sous-groupes de Sylow de G, onsuppose n,, > 1.

On désigne par & I’ensemble des p-sous-groupes H de G qui
sont contenus dans au moins deux g-sous-groupes de Sylow de G,
distincts. & est non vide, car & contient (e).

1¢ L’ensemble & étant ordonné par P'inclusion, justifier Iexis-
tence, dans &, d’au moins un élément maximal D. On pose
N =Ngy(D).

20 a) Vérifier que p divise ’ordre de N.

b) Soient P et P’ deux p-sous-groupes de Sylow de G, dis-
tincts, contenant D. Démontrer les relations : D < NNP et
D<NNP (voir exercice 9, chap. V).

¢) Montrer qu’il existe des p-sous-groupes de Sylow Q et Q)
de N tels que

NNnP<Q et NNnP Q.

— Prouver que D=Q N Q.
— En conclure que le nombre des p-sous-groupes de Sylow
de N est plus grand que 1.

Soit G un groupe fini d’ordre p" s, ol p est premier, n> A et
p ne divise pas s. On note E, Uensemble des p-sous-groupes de Sylow de G.

1e Soit P = SQ S prouver que P est un p-sous-groupe de G,

normal dans G.

20 Soit S5, le groupe symétrique de E,. On sait que G opére
sur E, par corgugalson on note y le morph1sme : G .VEp
défini par cette action.

a) Comparer Kery et [ Ng(S).
SEEp
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b) Prouver que le sous-groupe P, défini dans 10, est unique
p-sous-groupe de Sylow de Ker v.

Dans toutes les questions qui suivent, on suppose |E,| =1+ p.
S édtant fixé dans E,, on pose S =25, et onnote S,, S, ..., S, les
aulres éléments de E,,.

32 On considére S comme opérant sur E_, par conjugaison.
On note Sg, le stabilisateur de §; dans S, 0< i< p.

a) Quel est le sous-groupe Sg ? Vérifier que i# 0 implique
Sg; # S.

b) Déterminer le nombre des S-orbites de E, et expliciter
chacune d’elles.

En déduire que, pour 1 i< p, Pordre du sous-groupe Sg;
est indépendant de ¢ et calculer cet ordre.

¢) Comparer Sg. et SNS;, pour 1<i<p. En déduire
que o(P) < pn L,

40 a) Compte tenu de ’hypothése |E,| = 1 + p, montrer que :
o(G) =p*(1 +p)r, ou 7 divise s.

En déduire que: o(Ng(S)) = p"r, quelquesoit SeE,, et que
o(Kery) = p™7¢', ou ' divise r et m<n—1 dans N.

b) En considérant [G : Ker y], calculer m et en déduire o(P).

En conclure que P=S,N8S;, quels que soient i#j,
0<i<p 0<j<p

22) Soit G un groupe simple, d’ordre 60.
a) Calculer le nombre des 5-sous-groupes de Sylow de G; en
déduire que G a 24 éléments d’ordre 5.
b) Prouver que G n’a pas de sous-groupe d’ordre 15.
[Montrer que Pexistence d’un sous-groupe d’ordre 15 impli-
querait G isomorphe A un sous-groupe du groupe symétrique S;.]
¢) Démontrer que G a 20 éléments d’ordre 3.

23) Soit G un groupe fini d’ordre p” s, ol p est premier, p ne divise
pas set n> 1 dans N.
a) Montrer que, si G est simple, alors p® divise (s — 1)! (voir
remarque (5.16) 29).
b) Prouver qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 2% x 5,
avec n2 4.

24) a) Prouver que, pour 2 < n< 4, le groupe symétrique S, n’a
pas de sous-groupe simple, non abélien.
[Pour n = 4, voir la proposition (6 . 15) et I’exercice 23 ci-dessus.]
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b) Vérifier que, si G est un groupe fini, simple, non abédlien,
alors : H< G = [G:H] 2 5.

25) Soit n> & dans N.
a) Montrer que : (H<S,,H#(¢) et H#S,)=>H =A,.
En déduire que (H< S, et [S,:H] =2)>H=A,,.
b) Soit H< A, tel que [4,:H]=n.
En application de Pexercice 27, chapitre V, prouver que
A,

I’action de A, sur (T—I—) définie par (&, cH) > acH, quels que
(4

. A . .
soient x €A, et cHe _IT”) , est équivalente & I’action naturelle
g
d’un sous-groupe J de S, sur {1,2, ..., n}. Vérifier que, néces-
sairement, J = A, (utiliser a)) et en considérant une bijection

de (éﬂ) sur{1, 2, ..., n}, prouver que :
H g

Stab, (cH) = Stab, (%), VoH € (%) , Vee{l,2,...,n}
g

en conclure que H est isomorphe & A4, _,.
¢) Soit G un groupe simple, d’ordre 60.
— Soit S un 5-sous-groupe de Sylow de G; prouver que
[G: Ng(S)] == 6 (voir I'exercice 22 ci-dessus).
En déduire que G est isomorphe & un sous-groupe H de S,.
— Prouver que H < A; [montrer que, si H contenait une per-
mutation impaire, alors H contiendrait un sous-groupe d’indice 2].
— Calculer [Ag: H]; en conclure que G est isomorphe & Ag.
(On peut démontrer, plus généralement, que si G est un groupe
fini, non abélien et simple, d’ordre au plus égal & 100, alors G
est isomorphe & A; [61].)

26) a) Prouver que le groupe des automorphismes intérieurs de S,
est isomorphe a4 S; (voir proposition (5.9)).

Vérifier que tout automorphisme de S, est une permutation
de {(1,2), (2, 3), (1, 3)}; en déduire que Aut(S;) ~ S; et que
Aut(S;) = Int(S,).

b) Vérifier que le groupe symétrique S, a quatre 3-sous-groupes
de Sylow, que I’on déterminera et que I’on notera P;, 1 <7< 4.

Montrer que tout automorphisme de S; est une permutation
de Pensemble E ={P;; 1 < i< 4}.

Prouver que Int(S;) ~ S,;, en déduire que Aut(S,) ~ S, et
Aut(S,) = Int(S,).

[Les propriétés ci-dessus sont des cas particuliers d’un résultat
plus général [10].]



CHAPITRE VII

Sutes de composition

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme de Jordan- Hélder
et nous introduisons deux classes importantes de groupes : celle
des groupes résolubles et celle des groupes nilpotents. Toute cette étude
repose sur la notion de suite de composition.

1 — Théorédme de Jordan-Holder

A / Suites de composition
Nous désignons par G un groupe quelconque.

Définition (7.1) : On appellera suite de composition de G toute
chaine finie de sous-groupes G; (0<i<n neN’), du type :
GC=G2G;2...2G,2G,.,,2...2G,=() (1)
dans laquelle on a G, , <G;, quel que soiti (0<i<n—1).
i
. Gy . .
sition et n est sa longueur (n = nombre des quotients de la suite).
Si, dans (1),ona G; # G,,,, quel quesoiti (0<ig<n—1),
on dit que la suite de composition est strictement décroissante.

Les groupes sont appelés guotients de la suite de compo-

J. CALAIS 8
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Remarque (7.2) :

12 Une suite de composition, selon la définition (7.1), est
appelée par certains auteurs : « suite normale ». Nous avons
préféré réserver cette derniére appellation aux suites de compo-
sition telles que chaque G; est normal dans G (définition (7.24)).

20 Tout groupe G a au moins une suite de composition :
G2 (e).

3¢ Une généralisation de la définition (7.1) est la suivante :

Définition (7.3) : H étant un sous-groupe de G, on appellera
sutte de composition de G vers H toute chaine finie de sous-groupes H;
(0<ign neN'), de la forme :

G:H0>H1>--->H5>H5+1>--.>H”:H (2)

dans laquelle, pour tout 7 (0<ig<n—1), ona H , < H,.

Les

H ' sont les guotients de la suite et n est sa longueur.
i+1

Définitions (7.4) : Soient X et X’ deux suites de compositionde G :

2: G=G,>G G, = (e)

> 2
: G=K¢zK;>...>K, = ().

2
=

1e On dit que X’ est un raffinement de £, si p > n et si la suite
est extraite de X’; c’est-a-dire s’il existe n entiers positifs :
Jo<J1<...<jn<p tels que,pourtout: (0<:<n),G=K,.
On pourra alors écrire : X < X"

S’il existe un entier j €{0, 1, ..., p} tel que K;# G;, quel
que soit ¢ (0 < ¢ € n), on dit que X’ est un raffinement propre de Z;
dans ce cas, on a nécessairement p > n et on écrira XCZX".

20 On dit que les suites de compositions T et X' sont équi-
valentes, si n = p et s’il existe une permutation ¢ des entiers 0,
1, 2, ..., n—1, telle que, pour tout z (0gi<n—1) :

G Kew

~

G‘l +1 KU i +1

On exprimera I’équivalence des deux suites de composition
par la notation : X ~ 27,
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Remarque (7.5) : Toute suite extraite d’une suite de compo-
sition telle que X’ n’est pas, en général, une suite de composition;
car, pour [ >j 4 1, on n’a pas nécessairement K, <K;.

TuEorEME (7.6) (Schreier (Y)). Soient X, et X, deux suites de
composition d’un groupe G ; il existe alors deux suites de compositions %,
et T, de G telles que :

’ ’ 14 ’
€, 2Z,cX et X ~Z,.
La démonstration de ce théoréme s’appuie surle lemme suivant :

LemME (7.7) (Zassenhaus (2)). Sotent H, H', K et K’ des
sous-groupes de G tels que H' <H e K' <K; on a alors :

HHNK)<HHNK), K(HnK)<K'(HNK) (3)

; H'(HnK) K'(HnK) 4

¢ HHAMNK) = K({H nK) (4)

Preuve : Des propriétés des sous-groupes normaux (chap. IV)
on déduit les résultats suivants :

K'aK=>=HnK'<HNK
et H<H=>HNK<HNK,
don H'(HNnK')<H (HNK) e K (H NnK)<K(HNK),
ainsi que :

HnAK)YH nK)<HnK.

Pour démontrer (4), on va prouver que chacun des quotients

d lation est i he 2 Hn K ]
e cette relation est 1Isomorphe (H A K’) (H’ A K); pour cela,

constdérons la correspondance :

, HnK
qo:H(HﬂK) é(HﬂK')(H'ﬂK)
X Py
xeH', ye HNnK etyestlaclasse de y modulo (H n K’)(H' nK).

(1) O. Schreier, mathématicien allemand (1901-1929).
() H.]J. Zassenhaus, mathématicien américain, d’origine allemande (lemme publié

en 1934 [77]).
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Vérifions que ¢ est une application : supposons x’ e H’,

Y eHNK telsque ¥y = xy; on a alors x~1x' = /'™, donc

w'eH NK et par suite 3 =3"; dout ¢(x')) = ¢(x).

La définition de ¢ implique sa surjectivité. D’autre part, ¢ est
un morphisme de groupes :

Soient x, x»* dans H’ et », ' dans H n K,

wx’' Y =’y 'y et (H <H,yeH) =’y eH;
en posant x;, =yx' 3! on a xx' Yy = xx, ', d’ou
o(wx' y) = ¢lex ) =»' =333

par suite, @(mx')) = o(®) ¢(x'y")-
Déterminons Ker ¢ : soient x e H, y e H nK,

weKere <« ye(HnNnK)H nK)

d’'ot Kerop=H'(HNK’), car H nK < H'.
En appliquant le 1°r théoréme d’isomorphisme, on obtient :

H'(HNK) _ HnK ;
HHNK) S HnK)H nK) (5)

De la méme £ it BHOK) o
€ la meme a(;on, on montreral qllc K,(H, A K) est 1s0-

morphe au second quotient de la relation (5), d’ou le lemme.

Démonstration du théoréme (7.6) de Schreier
Soient :
Z: G=G,>G, .2 G,
pI G=H,>H,>... > H,

A\
A\

(€)
(e)-
Quels que soient ¢ (1 i< n) etj (1 <i<p), posons:

G; =G(G_,nH;) et Hy=H(H;_,nG) (6)

Les G;; sont des sous-groupes de G, car on a G;<G,_, et

G;_, nH; < G,_,; il en est de méme pour les H.

L
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Ona G, =G, H,, = H, et quels que soient; (1 < ¢ < n)
etj (I<j<p),

> : (7)

H.‘f—l>Hﬁ>Hj2>...>Hjn= 3 (8)

on remarque que l'on peut écrire G,_, = G,, et H,_, = H,
et, compte tenu du lemme (7.7) de Zassenhaus, on a

Gy; <G, Hy<H;, (9)
G- _ Hyy
et G, ~ H, (10)

Soit %, la chaine décroissante de sous-groupes de G, obtenue
a partir de Z, en intercalant entre G,_, et G; les sous-groupes G,
(1 €j<p) comme dans (7), pour tout : tel que 1< i< n;
d’aprés (9), X, est une suite de composition de G, sa longueur
est np et c’est un raffinement de X,.

On construit de méme un raffinement X, de X, en intercalant
entre H;_, et H, les sous-groupes H,, (1 < ¢ < 1), comme dans (8);
X, est aussi de longueur np.

X, et X, sont donc de méme longueur et, compte tenu de (10),
ona X~ X,

B / Théoréme de Jordan-Holder ()

Définition (7.8) : Une suite de composition d’un groupe G
sera appelée suite de Jordan-Holder si tous les quotients de la suite
sont des groupes simples. Cette appellation sera justifiée par le
théoréme (7.12) de Jordan-Holder.

ProrosiTiON (7.9). Une suite de composition de G est une suite
de Jordan-Hélder si et seulement si elle est strictement décroissante et
n’admet aucun raffinement propre.

Preuve : Soit
% GC=G2G2...2G=2G,,> ... 2G, = ().

(®) C.-M. Jordan, mathématicien frangais (1838-1922); O. Hélder, mathématicien
allemand (1859-1937).
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Gi+l
d’aprés la proposition (4.52). Cette derniére condition est équi-
valente 4 : quel que soit ¢ (0 < i< n—1), il n’existe aucun
sous-groupe H tel que G; > H > G,_, et H < G;, d’oll le résultat
énoncé.

simple < G, ,# G; et G;,, normal maximal dans G,

Remarques (7.10) :

1 Si ¥ est une suite de Jordan-Hélder de G alors toute suite
de composition X’ équivalente & X est encore une suite de Jordan-
Holder de G.

En effet, tout quotient de X’ est isomorphe 2 un quotient
de X, donc il est simple.

20 Tout groupe n’admet pas nécessairement une suite de
Jordan-Holder. Par exemple, Z n’admet pas de suite de Jordan-
Hélder. En effet, si on considére une suite de composition stricte-
ment décroissante de Z :

Z>hZ>kZ>...>kZ>(0) (11)

on peut toujours construire un raffinement propre de (11) en
intercalant, par exemple, 2k, Z entre k, Z et (0).

Nous montrons que tout groupe fini a une suite de Jordan-
Hoélder, mais il existe des groupes infinis qui ont une suite de
Jordan-Holder (exercice 5, chap. VII).

Notons cependant qu’un groupe abélien n’a une suite de Jordan-
Hilder que s'il est fini et différent de (e).

En effet, supposons qu'un groupe abélien G ait une suite de
Jordan-Hélder :

G=G,>G,>... >G, = (o).

Tous les quotients de la suite sont abéliens simples, donc ils
sont cycliques d’ordre premier (proposition (4.9)).

Pour tout i (0<i<n—1) posons p, = [G;:G;,,], les
sont des nombres premiers et

[G:G ]l =G| =poty - bus>

donc G est fini.

30 Tout groupe simple G admet une unique suite de compo-
sition strictement décroissante, qui est une suite de Jordan-Holder :
G =Gy > G, = ().
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ProposrTioN (7.11).  Tout groupe fini G # (¢) admet une suite
de Jordan-Hilder.

Preuve : Soit un groupe fini G # (¢). Un groupe simple ayant
une suite de Jordan-Holder, on suppose G non simple. Soit 5#
Pensemble des sous-groupes propres normaux de G; cet ensemble
est non vide et fini, car G est fini. Toute chaine strictement crois-
sante de sous-groupes de G appartenant 2 5# est donc finie, par

suite J# contient au moins un élément maximal H,; donc R
est simple. 1

Si H, est simple, alors G > H,; > (¢) est une suite de jordan-
Holder de G.

Si H; n’est pas simple, on considére ’ensemble non vide et
fini #, des sous-groupes propres et normaux de H;. Le raison-
nement vu plus haut montre que 5#; contient au moins un élément

maximal H,, donc I—JI-I est simple.
2

Si H, est simple, alors G > H; > H, > (¢) est une suite de
Jordan-Hélder, sinon on réitére la méthode précédente. Le nombre
des sous-groupes de G étant fini, nécessairement, au bout d’un
nombre fini, £, d’opérations on obtient un sous-groupe H, simple
de G tel que :

G>H, >H,>...>H,_,>H, > (e

est une suite de Jordan-Holder de G.

TuéorEME (7.12) (Jordan-Hélder). Etant donné un groupe G
admettant une suite de Jordan-Holder, alors :

Io toute suite de composition strictement décroissante de G admet un raf-
Sfinement qui est une suite de [Jordan-Holder ;
20 deux suites de Jordan-Hélder quelconques de G sont équivalentes.

Preuve :

le Par hypothése, G admet une suite de Jordan-Holder que
nous notons X,.

Soit, d’autre part, X une suite de composition strictement décrois-
sante de G. D’apreés le théoréme de Schreier, T et X, admettant des
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raffinements équivalents, 2’ et Z;, respectivement. Mais X, n’ayant
pas de raffinement propre, 3, est identique & X, d’oit X’ ~ X,
et X’ est donc une suite de Jordan-Hélder (remarque (7.10) 19).

20 Compte tenu des notations précédentes, si £ est aussi une
suite de Jordan-Hélder de G, alors le raffinement X’ de X est
identique a4 Z, d’ou X ~ Z,.

Remarques (7.13) :

1° Dans le cas des groupes finis, on peut démontrer directement
le théoréme de Jordan-Hélder, sans utiliser le lemme de Zassenhaus,
ni le théoréme de Schreier [41].

3c D’aprées le théoréme (7.12), pour un groupe G admettant
une suite de Jordan-Hoélder, deux telles suites quelconques ont la
méme longueur.

Défmnition (7.14) :

a) un groupe G admettant une suite de Jordan-Hélder de lon-
gueur 7 est dit de longueur finie n;

b) un groupe G # (¢) n’admettant pas de suite de Jordan-Hélder
est dit de longueur infinze;

¢) G = (e) sera, par convention, de longueur 0.

Remarque (7.15) : Un groupe est simple si et seulement s’il est
de longucur 1.
Exemples (7.16) : Pour le groupe symétrique S,,
S.> A, > (e) (12)

est une suite de composition, mais ce n’est pas une suite de Jordan-
Hélder, car A, n’est pas simple.

D’aprés les résultats des exercices 9 et 10 (chap. IV),
K ={e¢(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4) (2, 3)} est normal dans A,
et H={e (1,2)(3,4)} est normal dans K, on en déduit un
raffinement de (12) :

S;,>A;>K>Hz> (e) (13)
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S A K
tel que 0(ﬁ)=2’ 0(-}%):3, 0(ﬁ)=2 et 0(H)=2;

donc (13) est une suite de Jordan-Hoélder et S, est un groupe de
longueur 4.

Par contre, A; étant simple (exercice 6, chap. V), S; > A; > (¢)
est une suite de Jordan-Holder et Sy est un groupe de longueur 2.

Prorosrrion (7.17). Seit H< G, alors :

(H et % sont de longueur ﬁnie) => G est de longueur finie

et long(G) = long(H) + long (g)

Preuve : Soit

H=H,>H,>...>H,_,>H, = (¢)
une suite de Jordan-Hoélder de H

G GO Gl Gl—l Gl___
¢ F=E ®H> " H H-®

G
une suite de Jordan-Holder de H

Giya G
H °H

< Gy,,<G,, dans G.

D’autre part, pour tout{ (0<i<s—1), ona

Gi
H G; G; .
~ , donc est simple;
Gi +1 Gi +1 G4 +1 P
H

de plus G, = H, par suite,
G=G,>G,>...>G,_,>H>H,>... > H, = (¢)

est une suite de Jordan-Hélder de G et sa longueur est 7 -+ s.
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Prorosrrion (7.18).  Quel que soit le nombre premier p, tout
p-groupe fint G, d’ordre p*, est de longueur n et tous les quotients d’une suite
de Jordan-Holder de G sont d’ordre p.

Preuve :

—si n=1, la propriété est vérifiée (voir remarques (7.10)
et (7.15));

— supposons n > 1;

— s le groupe G est abélien, d’aprés le 1er théoréme de Sylow, il
existe un sous-groupe G, de G, d’ordre p"~1;

G abélien = G, <G et o (9—) = p.
Gy

De méme G; étant abélien d’ordre p"—%, il existe un sous-

groupe G, de G,, d’ordre p"~* et tel que o (%) = p.
2

Ainsi, de proche en proche on construit une suite de composition
strictement décroissante de G, de longueur z (car o(G,) = p* = 1),
telle que chacun de ses quotients est d’ordre p, donc simple.

— Supposons G non abélien et raisonnons par récurrence sur z;
Z(G) étant le centre de G, d’aprés le théoréme (5.27), on a
Z(G) # (¢), donc o(Z(G)) = p* avec 1 k< n—1. Soit ¥ un
élément d’ordre p de Z(G); x existe d’apres le théoréme de Sylow.
Posons H = (x).

H< Z(G) > H<G (exemple (4.12) 30°)
G
oH) =p =0 (ﬁ) = p"t.

G
Compte tenu de ’hypothése de récurrence, 7 €St un groupe de
longueur n—1 et tous les quotients d’une suite de Jordan-
G
Holder de g sont d’ordre p.

D’autre part, H est d’ordre p, donc H est de longueur 1;
d’apreés la proposition (7.17), G est de longueur n.
De plus, la démonstration de la proposition (7.17) montre que,
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—2. Ga_ - .
T > ... > I'i12> I,:Ilz(e) est une suite de Jordan-

G
Hélder de 0 alors :

G>G,>...>G,_,>H> (e (14)

est une suite de Jordan-Hélder de G; on cn déduit que tous les
quotients de cette suite sont d’ordre p.

CoRroOLLAIRE (7.19). Tout p-groupe fini d’ordre p" a au moins un
sous-groupe maximal normal d’ordre p"1.

En effet, dans (14), on a G;<G et ¢ (GE) = p premier,
1

donc G, est maximal dans G (proposition (4.54)).
Remarque (7.20) :

1° Si un groupe infini G est de longueur finie, alors un sous-
groupe de G n’est pas nécessairement de longueur finie (exer-
cice 5, chap. VII).

2° G et G’ étant deux groupes, on voit aisément que

G ~ G’ = long(G) = long(G'),
mais la réciproque est fausse.

Par exemple, d’aprés la proposition (7. 18), les groupes d’ordre 4,
C,et G; X G, sont de longueur 2, mais ils ne sont pas isomorphes.

2 — Groupes résolubles

A / Définitions et propriétés générales

Etant donné un groupe G, les groupes dérivés successifs de G,
définis au paragraphe 5 du chapitre IV, forment une chaine décrois-
sante de sous-groupes de G :

G = Dy(G) 2 Dy(G) > ... 2 Dy(G) = Disy(G) > ...
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Définition (7.21) : Un groupe G est dit résoluble s’il existe un
entier n > 0 tel que D,(G) = (e).

Conséquences de la défimition (7.21) :

Si G # (¢) est résoluble et si n désigne le plus petit entier
positif tel que D, (G) = (¢), alors, pour tout i (0<i<<n—1),
on a D,(G)>D,_,(G), car

D;(G) = D;,,(G) = Dy(G) = D}(G), Vj>i.
D’autre part, d’aprés le théoréme (4.39), on a
D, ,(G)<D,(G), Vi(0<i<n—1);
on en déduit que
G = Dg(G) > Dy(G) > ... > D,(G) = (¢) (15)

est une suite de composition de G.

Remarque (7.22) :

1o Tout groupe abélien G est résoluble, car, pour un tel groupe,
D(G) = Dy(G) = (¢).

20 L’appellation groupe « résoluble » provient du fait qu’en
théorie de Galois (%} de tels groupes permettent de caractériser
les équations polynomiales « résolubles par radicaux » ([68],
[44)).

TuéorEME (7.23). i G est un groupe résoluble, alors tout sous-
groupe de G et tout quotient de G est résoluble.

Preuve : Par hypothése, il existe n e N tel que D,(G) = (e).

— Soit H un sous-groupe de G.
H < G = D(H) < D(G)
D(H) < D(G) = D,(H) < D,(G).

(%) Evariste Galois, mathématicien frangais (1811-1832).
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Ainsi, de proche en proche, on obtient D,(H) < D, (G) = (e),
d’ot D,(H) = (¢); H est donc résoluble.
— Soit N < G; notons = I’épimorphisme canonique : G — N
et posons X = w(x), pour tout x e G.
G .
Tout commutateur de N et I'image par = d’un commutateur
de G, car

XNy Ry =w(x T ).

On en déduit que D (%) = w(D(G)).

G
De méme, ona Dy (ﬁ) = n(Dy(G)) et de proche en proche on

obtient :
D, () = =@u(6) = @),

G
d’olt N résoluble.

Définition (7.24) : Une suite de composition d’un groupe G :
G=G,2G,2 ... 2G, = (e)

est appelée suite normale si, pour tout z (0 <¢< n), ona G;<G.

TuEOREME (7.25). Pour un groupe G, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) G est résoluble;

2) G admet une suite normale dont tous les quotients sont abéliens ;

3) G admet une suite de composition dont tous les quotients sont
abéliens.

Preuve : On suppose G # (e).

— Si G est résoluble, soit n le plus petit entier positif tel que
D,(G) = (¢). Dans la suite de composition (15), chaque quo-

est abélien, d’aprés le théoréme (4.39); d’autre
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part, on a Dy(G) < G, d’aprés le corollaire (4.45). On en déduit
que 1) = 2).
— Compte tenu de la définition d’une suite normale, 2) = 3).
— Montrons que 3) = 1). Par hypothese, G a une suite de
composition (que ’on peut supposer strictement décroissante) :

G=H,>H,>...>H,_,>H, = (¢

H;
telle que, pour tout ¢ (0 < i< n—1), ", est abélien.
D’aprés le théoréme (4.39),

G
— abélien = D,(G) < H,.
H,

D,(G) £ H, = Dy(G) < D(H))

H
et —* abélien = D(H,) < H,,
H,

on en déduit : D,(G) < H,

Ainsi, de proche en proche, on montre que, pour tout ¢
1<gig n), ona D;(G) < H;; en particulier, D,(G) < H, = (¢)
implique D,(G) = (e) donc G est résoluble.

COROLLAIRE (7.26). Les seuls groupes simples résolubles sont les
groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve : Si G est un groupe simple, sa seule suite de composition
strictement décroissante est : G > (¢); alors, d’aprés le théo-
réme (7.25), si G est résoluble, il est abélien; par suite G est
cyclique d’ordre premier (proposition (4.9)).

CoOROLLAIRE (7.27). Pour n> 5, le groupe symétrique S, n’est
pas résoluble.

Preuve : Si, pour n > 5, le groupe S, était réoluble, d’aprés le
théoréme (7.23), le groupe alterné A, serait résoluble; or on sait
que, pour n > 5, le groupe A, est simple (exercice 6, chap. V) et
non abélien, donc non résoluble d’aprés le corollaire (7.26).
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Remarque (7.28) : Pour 2 < n< 4, S, est résoluble. En effet :

— pour n =2, S, ~ C,, résoluble d’aprés le corollaire (7.26);
— pour n = 3, la suite de composition S; > A; > (¢) a tous ses
S
quotients abéliens, car A_a ~C, et A; =~ Cy;
3
— pour n =4, S, a une suite de Jordan-Hélder (13), dont tous
les quotients sont abéliens (voir I’exemple (7.16)).
On notera que cette suite n’est pas une suite normale, car H
n’est pas normal dans S, (exercice 9, chap. IV).

TuEOREME (7.29). Un groupe G # (e) est résoluble si et seulement

s’tl contient un sous-groupe normal propre N, tel que N et N sont résolubles.

Preuve :

— Si G est résoluble, alors la suite (15) est au moins de lon-
gueur 1. Le sous-groupe D,;(G) = D(G) # G est normal dans G

G .
et (O] est un groupe abélien, donc résoluble.
— Réciproquement, supposons que le groupe G contienne un

G
sous-groupe normal propre N, tel que N et N soient résolubles;

G
alors, d’apres le théoréme (7.25), N et N ont, respectivement, des

suites de composition :

N=K;2K;> ... 2K, = (e)
G G, G G,
N=N>N? .--Z'N::(E)

dont tous les quotients sont abéliens. On a donc :

groupe abélien, Vi(0<i<r—1)

K1
G
et N _ .G groupe abélien, Vj(0<j<s—1).
Gysa Gj+1

Z
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On en déduit que
G=G;2G;2...2G,;2Nz2K;> ... 2K, = (¢

est une suite de composition de G, dont tous les quotients sont
abéliens, donc G est résoluble.

CoROLLAIRE (7.30). St H et K sont deux sous-groupes normaux et
résolubles de G, alors HK est un sous-groupe normal et résoluble de G.

Preuve :
(HaiGetK<G) > (HK < Get H< HK),

d’aprés la proposition (4.18). L’application du second théoréme
d’isomorphisme donne :

HR K
H " HnK’

K
——— est résoluble, donc H
HK HnK
et g sont résolubles; le théoréme (7.29) implique alors HK réso-

luble.

D’aprés le théoréme (7.23),

Prorosition (7.31). Soient deux groupes H et K, alors :
H et K résolubles = H x K résoluble.

Preuve : Posons G = H %X K; notons ¢ et ¢ les éléments
unités de H et K; alors H' =H X (¢') et K’ = (¢) X K’ sont
deux sous-groupes de G tels que H' ~ H, K' ~ K, et, d’aprés la
proposition (1.85) :

G=HK, H<G e K<G
On en déduit que G est résoluble, d’aprés le corollaire (7.30).
CororLAIRE (7.32). {H,}, <; <, étant une famille finie de groupes
(n> 2 dans N), alors :
[H; résoluble, Vi (l <i<n)] > H; résoluble.

1<iI<n

Vérification laissée au lecteur.
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ProposITION (7.33). Soient deux sous-groupes normaux H et K
d’un groupe G, alors :

»»»»» et —C—} résolubles = —G— résoluble.

H " K HnK

G G
XK tel que, pour tout x eG,
@(x) = (%, ¥), ol ¥ (resp® ¥) est la classe de x modulo H (resp*
modulo K).

Preuve : Soit ¢:G - —

On vérifie que ¢ est un morphisme de groupes et

vy G
Kero = H nK, doanK_Im(p.
G G _ G ,
BUR étant résolubles, H XK ot résoluble, d ap&és la pro-
position (7.31); compte tenu du théoréme (7.23), ArK’ iso-

morphisme & un sous-groupe de X g est résoluble.

H
B / Groupes finis résolubles

TuEorEME (7.34). Un groupe fini, G # (¢), est résoluble si et
seulement st les quotients d’une suite de Jordan-Holder de G sont (cycliques)
d’ordre premier.

Preuve : Soit un groupe fini, G # (¢) admettant une suite de
Jordan-Hoélder :

G=G0>Gl>...>G”=(B),

telle que, pour tout ¢ (0 << n—1), GG est d’ordre premier,
donc cyclique, donc abélien. i+1

G est résoluble d’aprés le théoréme (7.25).

Réciproquement, supposons G # (¢), fini et résoluble.

Ces hypotheses impliquent D(G) # G. Considérons alors ’en-
semble 2 des sous-groupes propres normaux de G, contenant D(G).
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2 est non vide, car D(G) €2; G étant fini, £ est un ensemble fini,
donc il existe dans £, ordonné par I'inclusion, au moins un élément
maximal G,.

D(G) £ G, > _((}i groupe abélien.
1

G
De plus, G, étant maximal dans I’ensemble 2, le groupe G. ot
1

G
simple. On en conclut que G. ot cyclique d’ordre premier (pro-
1
position 4.54)). De méme, G, étant réoluble, en tant que sous-
groupe du groupe résoluble G, on construit G,, sous-groupe normal

G
de G, tel que 61 soit cyclique d’ordre premier. En réitérant le
2

raisonnement, au bout d’un nombre fini d’opérations (car G est
fini), on obtient une suite de composition strictement décroissante
de sous-groupes de G :

G=Go>G1>G2>-.->G”=(8),

qui est une suite de Jordan-Hélder de G, dont les quotients sont
d’ordre premier.

ProrosimioN (7.35). Quel que soit le nombre premier p, tout
p-groupe fini est résoluble.

Ce résultat se déduit de fagon immédiate du théoréme (7.34)
et de la proposition (7.18).

3 — Groupes nilpotents

A | Suites centrales. Notion de groupe nilpotent

a) Notations : Comme 2 I’habitude, le centre et le groupe
dérivé d’un groupe G seront respectivement notés Z(G) et D(G).

On rappelle, d’autre part, quee HC G exprime que H est
un sous-groupe caractéristique de G (chap. IV).

Si X et Y sont deux parties non vides de G, on désigne
par [X, Y] le sous-groupe de G engendré par Densemble des commu-
tateurs [x, ), ot xe€X e yeY.

[%0] =27y = [x )] =y a7 = [, 4]
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par suite :
[X Y] = [Y, X] (16)

De plus, quels que soient X, Y, Z, parties non vides de G,
on vérifie facilement que :

YcZ=[XY]<cI[XZ] (17)
On remarquera que [G, G] = D(G).

b) Notions de suite centrale et de groupe nilpotent.

Définition (7.36) : Pour un groupe G, une suite de composition
G=G,2G,2...2G,_,2G, = (¢)

sera appelée suite centrale, si c’est une suite normale telle que

A G
ﬁ—<2(—), quel que soit ¢ (0<ig<n—1).
Giyy

X
G¢+l

ProrosiTioN (7.37). Une suite de composition d’un groupe G,
% G=G,2G,2...2G,_,> G, = (o),

est une suile centrale si et seulement si, pour tout i (0 <i<n—1),
on a:

[Gi, G] < Gy (18)

Preuve :

— Supposons que X soit une suite centrale; pour tout ¢
0<i<n—1), ona:

G. G
G,,.,<G et g Z( )
ik Gy Giyr

Soient x € G; et g € G; notons ¥ et g leurs classes modulo G, ,,
alors
Xg=gx < [xgleG,,
d’ou [G,, G] £ G,,,.
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— Réciproquement, supposons que X vérifie la condition (18).
Montrons que G, est normal dans G. Soient x € G;,, et g €G,
G;,;1 < G; implique xeG;; alors, d’aprés la condition (18),

[%, g] = x (g ' xg) appartent 2 G,,,, dou glxgeG,,,.

De plus, [x,6]€G,,, équivaut a2 xg =gx dans
par suite :

£ Z -},
Gy Gina

’
Gita

Définition (7.38) : Un groupe sera dit nilpotent s’il posséde
une suite centrale.
¢) Suite centrale descendante.
G étant un groupe, posons :
=G, TI'y=1[G,G] =D(G), I's=I[I,, G]
et, d’'une fagon générale :
I, =1U,,Gl, YkeN’ (19)
Compte tenu de la relation (17), 'y < I} implique
[Ts, G} < [Ty, G], c’est-a-dire I'y < T,.
Par récurrence sur k, on prouve, sans difficulté, que :
rN,,<T,, VkeN (20)

Ainsi, pour tout groupe G, on définit la chaine décroissante
de sous-groupes :

G=I2LL>...20>21,,> ... (21)

ProrosiTioN (7.39). Quels que soient le groupe G et lentier
k> 1, T, est un sous-groupe caractéristique, donc normal, de G.

Preuve : Soit « e Aut(G); I'=G, donc «(Iy) =T, et
I, = D(G), donc I', est un sous-groupe caractéristique de G
(proposition (4.43)).
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Raisonnons par récurrence sur k. Supposons k> 2 et
«(ly_;) = I_;» quel que soit o € Aut(G).
I, = [[}_;, G]; étantdonné xeI,_,, ¥y €G et « e Aut(G),

«([%,9]) = a(x7" " ») = [x(x), «())];
xel_,=>ax)el_; r2eG=>«(y) eG,

par suite, [«(x), ()] €I}, d’ou «(I}) = I}.

En considérant «~! dans Aut(G), on obtient o *(I}) < I,
donc T, < «(I,), d’out 'on déduit : «(I}) = I3.

Ainsi, pour tout 2 eN’, ona [L,CG, donc I, <G (re-
marque (4.42) 290).

Remarque (7.40) : Si, pour un groupe G, il existe un entier
r>1 tel que TI,,,=e¢ alors la chaine décroissante (21)
s’écrit :

G=I2T,> ...

Y

L,>2T,. = (e) (22)

et, d’aprés la relation (19) et la proposition (7.39), (22) est
une suife centrale.

Si G# (¢) et si r>1 est le plus petit entier tel que
I,,, = (e), alors, pour tout 2 (2<k<7), ona I_,>1I},
car I, =T,,, implique T'; =T}, quel que soit j > k.

Définition (7.41) : On dit qu’un groupe G a une suile centrale

descendante de longueur r (r > 1 dans N), si la chaine décrois-
sante (21) s’écrit :

G=I>I>...>I, >, =) (23)
Dans ce cas, le groupe G est nilpotent.
d) Suite centrale ascendante.
LemMe (7.42). S¢ H est un sous-groupe caractéristique d’un
H

de G contenant H, tel que [K, Gl < H et K est caractéristique
dans G.

K G
groupe G et si 0= z (—), alors K est le plus grand sous-groupe
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G
Preuve : Soit = I’épimorphisme canonique G — - s Ppour tout
x € G, posons x = m(x).

K (G _{_ G __  _. v 7 E}
0= ﬁ)_ Xeqi*E =% VEey(

G
g =gx < [%g]=¢ dans "
et [%,8] =n([xg]), YVxeX Vgeg;
par suite,
K G
7=2() =X 61 <H (24)

Supposons K’ sous-groupe de Gtelque H < K’ et [K’, G] < H
Soit x €eK’; quel que soit geG, on a [x,g] eH, dou
G

w([x, g]) =¢ dans9 c’est-a-dire ¥g =
K’ (G

x, quel que soit g e T’

donc S Z ﬁ)’ ce qui entraine K’ < K.

Soit « € Aut(G); [K, G] < H implique [«(K), G] € «(H).

Par hypothése, on a HC G, donc «(H) = H; on en déduit,
d’une part, [«(K), G] < H, d’autre part, H < K = H < «(K);
K étant, comme on vient de le montrer, le plus grand sous-groupe
de G contenant H tel que [K,G] =H, on a «(K) < K. En
utilisant Pautomorphisme « !, on obtient o« '(K) <K, on en
déduit «(K) =K, donc KCG.

Notations (7.43) :

G étant un groupe, posons Z, = (¢), Z, = Z(G).

On sait que Z, est caractéristique dans G (proposition (4.43)),
par suite ’unique sous-groupe Z, de G, contenant Z,, tel que
22 G -

7 (—Z—), est caractéristique dans G.
1 1
De proche en proche, on définit, pour tout ze N, le sous-

groupe Z,,, tel que
V4 G
5=2(z) (25)

et Z,,, est caractéristique dans G.
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On détermine ainst une chaine croissante de sous-groupes de G :
() =2y<2,<...€2,<Z,,,< ... (26)

dans laquelle, pour tout :eN, on a Z,CG, donc Z, <G et
Z, ., est le plus grand sous-groupe de G contenant Z,, tel que

[Ziv1, Gl < Z, (27)
S’il existe un entier s> 0 tel que Z, = G, la chaine (26)
s’écrit :
() =Zy<2,<... <Z, ,<Z,=G (28)
et, d’aprés ce qui préceéde, (28) est une suite centrale de G.
De plus, si G # (¢) et si s est le plus petit entier positif tel

que Z, = G, alors, pourtout:z (0<i<s—1), ona Z < Ziprs
car Z =Z;,, implique Z; = Z,, quel que soit j >

Défimition (7.44) : On dit qu’un groupe G a une suite centrale
ascendante de longueur s (s > 1 dans N), si la chaine croissante (26)
s’écrit :

()=2,<2,<...<2,_,<Z,=0G; (29)
le groupe G est alors nilpotent.
Remarque (7.45) : Le groupe G = (¢) sera considéré comme

ayant une suite centrale descendante (resp' ascendante) de lon-
gueur 0.

e) Classe de nilpotence.

TuEOREME (7.46). Un groupe G a une sutte centrale descendante
de longueur r si et seulement s’il a une suite centrale ascendante de longueur r.

Preuve : On considére G # (e).

1) On suppose que G a une suite centrale ascendante de
longueur 7 et on considére la chaine croissante (26) des sous-
groupes Z, de G. Démontrons que, pour toutz (0<:<7), ona

T, < Z (30)
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Pour i =0, I',,, = (¢) =Z,, la rclation (30) est vérifiée.
Raisonnons par récurrence sur ¢; supposons I',,, . < Z; pour
0<i<r—1 et montrons que I',_;< Z,,,.
I i1—i=[T,_:, G], donc (30) équivaut a [I,_;, G] <Z;

or, Z,,, est le plus grand sous-groupe de G contenant Z, tel que
(Z,,,,G] < Z; (voir (27)), par suite, on a

r 'SZ%'+1‘

r—i

Pour ¢ =7 (30) donne I''=G < Z,, donc Z, =G.

On en conclut que G a une suite centrale ascendante de
longueur s < 7.

2) Supposons maintenant que G ait une suite centrale ascen-
dante de longueur s et considérons la chaine décroissante (21)
des sous-groupes I'; de G. Montrons que, pourtout: (1 <:<s+4 1),
on a

P' < Zo+l—'i (31)

%

La relation (31) est vraie pour : =1, car T, = G = Z,.
Raisonnons par récurrence sur ¢; la relation (31) étant sup-
posée vraic pour ¢ (1 <7< s), montrons que I';,, < Z,_,.

<2, >[IG <[Z,,- G]
[[, Gl =T,,, et (27) implique [Z,,,_p Gl < Z,_, dob

<2,

Pour i=s41, on obtient : [, ,<Z,= (), dou
Fs+l = (e)'

Le groupe G a donc une suite centrale descendante de lon-
gueur r < §; mais, en appliquant la premiére partie de la démons-
tration, on trouve s<7, dou 7 ==s.

TrEOREME (7.47). Pour un groupe G, les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

1) G est nilpotent ;
2) G a une suite centrale descendante de longueur r;
3) G a une suite centrale ascendante de longueur 7.

Preuve : Le théoréme (7.46) exprime que 2) < 3) et on
sait, d’autre part, que 2) = 1) et 3) = 1) (voir les définitions (7.38),
(7.41), (7.44)). 11 suffit de prouver que, par exemple, 1) = 2).
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Soit ¥ une suite centrale de G :
G=G=2G,2 ... 2G, = (e).

Vérifions que, pour toutz (0 < i< n), ona
I,,, <G, (32)

i+
Pour ¢ =0, I', = G = G,, donc (32) est vérifiée.
Raisonnons par récurrence sur i Supposons T < G;_,,
pour 0<:i<n—1; onen déduit :

L = [Ty, Gl < [Gi-,, G];

or, d’aprés la proposition (7.37), on a [G,_,,G] < G;, d’ou
Fi < G

Pour i =an, la relation (32) implique : T, ., < G, = (e),
par suite G a une suite centrale descendante de longueur r < n.

Définition (7.48) : Si G est un groupe nilpotent, la longueur
commune de sa suite centrale descendante et de sa suite centrale
ascendante est appelée : classe de nilpotence de G.

Exemple (7.49) :

1o Tout groupe abélien G # (¢) a une suite centrale ascen-
dante : (¢) =Z, < Z, =G.

On en déduit que les groupes nilpotents de classe 1 sont les groupes
abéliens G # (e¢).

20 Compte tenu de la remarque (7.45), le groupe G = (¢) est
considéré comme nilpotent de classe 0.

Prorosttion (7.50). Quel que soit le nombre premier p, tout
p-groupe fini est nilpotent.

Preuve : Soit G un p-groupe fini d’ordre ", n € N°. D’apres le
théoréme (5.27), on a Z, = Z(G) # (e).

— Si Z, = G, alors G est abélien, donc nilpotent.

G
— Si Z,# G, alors 7 est un p-groupe fini dont le centre
1
n’est pas réduit & I’élément unité; par suite, il existe un unique sous-
groupe Z,de G tel que:

Zl < 22 et Z—l = (—Z—l) 5
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— oubien, Z, =G et (¢) =Z, < Z, <Z, =G est une suite
centrale ascendante pour G, qui est donc nilpotent de classe 2;

— ou bien, Z,# G et est encore un p-groupe fini, donc il

Z,
Z G
existe Zg tel que Z, < Zg et Z_a =2Z (7)
2 2

Ainsi, de proche en proche, on construit la chaine strictement
croissante de sous-groupes de G :
(6) =2y <2, <2, <Z3 <

Le groupe G étant fini, il existe nécessairement un entier s
tel que Z, = G, donc G est nilpotent.

B / Propriétés générales des groupes nilpotents

ProposiTionN (7.51).  Tout groupe nilpotent est résoluble. (La réci-
progue est fausse.)

Preuve : Si G est un groupe nilpotent, il a une suite centrale,
qui est une suite normale dont tous les quotients sont abéliens,

isque G, <Z( G )
u < .
PRRIR G, S “\G.,,

G est donc résoluble (théoréme (7.25)).

La réciproque est fausse; en effet, le groupe S;, par exemple,
est résoluble (remarque (7.28)), mais Z(S;) = (¢), donc S; n’a
pas de suite centrale ascendante.

ProrosiTioN (7.52). Soient G un groupe nilpotent et 2 une suite
centrale de G :

% G=G,2G,>... 2G, = (¢e);
alors, pour tout i (0<i<n), ona:
Fu—i+l < Gn i < Z‘ (33)

Preuve : Dans la démonstration de théoréme (7.47), nous avons
prouvé que, pour toutz (0 < < n), ona I, , < G, (relation 32);
or, 0 < i< n implique 0 < n—: < n; d’out

I i:.<G,_;, Vi(0gign).
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Il reste 2 montrer que G,_; < Z;, pour tout ¢ (0 << n).

Pour i =0, G, = (¢) = Z,, donc la propriété considérée est
vrale.

Raisonnons par récurrence sur 7; supposons G,_; < Z; pour
0<ig<n—1 et montrons que G,_;_,<Z_,.

D’aprés la proposition (7.37), on a [G,_;_,, Gl £ G,_;; en
utilisant ’hypothése de récurrence, on obtient :

[Gu—i—1: Gl < Z (34)

Considérons le sous-groupe G, _;_, Z, de G contenant Z; et
démontrons que :
[Go—i-1Z:, Gl < Z (35)
Soient xeG,_;_,, y€Z,, z€G,
(%, 2] =37, 2] 2], 2] (exercice 31, chap. IV).

[x, 2] € [G,—_1, G], donc [x, z] € Z,, d’aprés (34).

(b, 2 e[Z,G], or Z, <G implique [Z;,,G] <Z,, donc
[» 2] €eZ;,, on en conclut que [, z] €Z;,, ce qui prouve la
relation (35).

On sait, d’autre part, que Z,,, est le plus grand sous-groupe
de G, contenant Z,, tel que [Z,,,, G] < Z;,, par suite, on a
G, 124, < Z;,, dotr

Gn—i—l < Zi+l *

TuEorEME (7.53). 8¢ G est un groupe nilpotent, alors tout sous-
groupe de G ainsi que tout quotient de G est nilpotent.

Preuve : Soit 2 une suite centrale de G :
X: G=G,=2G,> ... 2G, = (e).
— Soit H < G; montrons que :
H=G,nH>G, nH> ... 2G, nH = (e

est une suite centrale de H.
Dans Z, on a, pour tout ¢ (0<ign—1):

[G;, Gl < G, (proposition (7.37))
dodt [GNnH H<HN[G,Gl<HNG,,,
et, d’autre part, G;<G implique G, " H<H.
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— Soit N<G; pour tout z (1 <i<n), ona
N<G,N e G N<G;

de plus, pour 1 < i < n, on vérifie que :

[G, 8] - [5Gl Gy

G
N'NlT N ~ N
donc :
G, N G, G
>N
G

est une suite centrale de <.

N

Z

o« N
N

Z|Q
z|Z

Z ... 2

Z

Remarque (7.54) : 11 n’y a pas, pour les groupes nilpotents, de
théoréme analogue au théoréme (7.29) relatif aux groupes réso-
lubles. I1 peut exister dans un groupe non nilpotent G un sous-

G
groupe N <G, tel que N et N soient nilpotents; par exemple,
dans Sg, I'unique sous-groupe N d’ordre 3 est d’indice 2, donc
G
normal dans G; N et = sont abéliens, donc nilpotents, cepen-

N
dant Sg n’est pas nilpotent (contre-exemple (7.51)). Mais il est
possible de démontrer pour les groupes nilpotents un résultat
semblable & celui du corollaire (7.30) [61].
Les propositions (7.55) et (7.56) montrent, par ailleurs, que
les propriétés (7.31) a (7. 33) se vérifient pour des groupes nilpotents.

ProposITION (7.55). Soient deux groupes H et K, alors
H et K mipotents = H x K nilpotent.
Plus généralement, si {H,}; <<, st une famille finie de groupes
(n> 2 dans N), on a
{H, nilpotent, Vi (l <i< n)} > H; mipotent.

1<i<n

Preuve : Soient, respectivement, ¥ et X’ des suites centrales
de Het K :
z: H = H,

H, = (e).
K, = (¢).

Vv WV
Vv Vv

H > ...
K, >

1
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Si m#n et si, en particulier, m <n, on prolonge X',
par exemple en rajoutant n—m sous-groupes K, ;= (¢),
1 <j<n—m; donc, sans restreindre la généralité, on peut
supposer m = n. Pour tout 7 (1 <i<gn):

(H;<H et K;<K) == H, x K;<H x K
(exercice 3, chap. IV)

et [H; x K;, H x K] = [H,, H] x [K;, K]
(exercice 16, chap. VII).

D’aprés la proposition (7.37), cette derniére relation implique :
[H; x K;, H X K] < H,, x K,y

on en déduit que
HxK=HyxKy>2H; xHy;> ... >2H, XK, = (¢¢)
est une suite centrale de H X K, qui est donc nilpotent.

Par récurrence, on généralise la propriété au cas du produit
direct d’'une famille finie quelconque de groupes nilpotents.

ProposiTiON (7.56). Soient H et K deux sous-groupes normaux
d’un groupe G ; alors :

G . G .
B?K nilpotents = HrK nilpotent.

Compte tenu de la proposition (7.55) et du théoréme (7.53),
la démonstration est la méme que dans le cas des groupes réso-
lubles (proposition (7.33)).

ProrosiTiON (7.57). Soit G un groupe nilpotent de classe r; alors,
quel que soit H < G, il existe une suite de composition de G vers H, de
longueur 7.

Preuve : Considérons la suite centrale ascendante de G :
(&) =2y < Zy< ... < Z, =G

et démontrons que :
G=HZ >HZ _,>...>HZ,=H

est une suite de composition de G vers H (définition (7.3)).
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Pour 1 <i<g7r ona Z,-Z::Z(Z

); or le centre d’un
i—1

groupe est contenu dans le normalisateur de n’importe quel sous-
groupe, donc :

Z, HZ,
] S N ( ‘l-—l).
Z_, _Z% Z_,
On en déduit :
HZ, , HZ,_, Z, HZ, , HZ,
< , dot ——<
Z‘—l Zi—l Zi'—l Zi—l Zi—-l

et par suite HZ,_, <HZ,.

Définition (7.58) : Dans un groupe G, un sous-groupe H sera
dit sous-normal, s’il existe une suite de composition de G vers H.

Remarques (7.59)

1o Dans un groupe G, tout sous-groupe normal H est sous-
normal, car G > H est une suite de composition de G vers H;
la réciproque est fausse (remarque (4.11)).

20 La proposition (7.57) exprime que tout sous-groupe d’un
groupe nilpotent est sous-normal. On peut se demander si, réa-
proquement, un groupe dans lequel tout sous-groupe est sous-
normal, est nilpotent. Nous verrons que la réponse est positive
dans le cas des groupes finis (théoréme (7.60)), mais elle est négative
en général [38].

C / Groupes nilpotents finis

Dans le théoréme ci-dessous, qui caractérise les groupes nilpo-
tents finis, ®(G) désigne le sous-groupe de Frattini de G (défi-
nition (4.56)), D(G) étant le groupe dérivé de G :

TrEOREME (7.60). G étant un groupe fini, les sept assertions
suivantes sont équivalentes :

1) G est nilpotent ;
2) tout sous-groupe de G est sous-normal ;
3) H< G =>H < Ny;(H);
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4) tout sous-groupe maximal de G est normal dans G;

5) D(G) < ¥(G);

6) tout sous-groupe de Sylow de G est normal dans G;

7) G II P, B> 1 dans N, les ordres des groupes P; élant des

_ 1<i<k o .
puissances de nombres premiers distincts p, (1 < i < k).

Preuve :

1) = 2) : proposition (7.57).

2) = 3) : soit H < G, I’hypothése 2) implique qu’il existe
une suite de composition de G vers H; sa longueur au moins
égale 2 1, puisque H est un sous-groupe propre de G :

G=H,>H,>...>H,=H
(H# H,_, et HoH,_)) > H<H,_;, < Ny(H),
donc H < N;(H).

3) = 4) : soit M un sous-groupe maximal de G; M est un
sous-groupe propre de G; d’aprés 3) on a donc M < Ny(M),
d’ot Ng(M) = G et par suite M aG.

4) = 5) : par hypothése, tout sous-groupe maximal M de G

G
est normal dans G; par suite, d’aprés la proposition (4.54), W st

cyclique d’ordre premier, donc abélien. On en déduit D(G) < M,
quel que soit le sous-groupe maximal M de G, d’ot D(G) < ®(G).
5) >4) : D(G) £ ©(G) implique D(G) < M, quel que

soit le sous-groupe maximal M de G, d’oit = =; sous-groupe
.G D(G)
du groupe abélien D—(—G—); alors :

M G

ﬁ(F)QDTG_):MQG.

4) = 6) : soit P un p-sous-groupe de Sylow de G; supposons
Ng(P) < G; d’aprés la proposition (4.50), il existe un sous-
groupe maximal M de G contenant Ng(P) :

P < Ni(P) < M < G.
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En appliquant le corollaire (6.11), on obtient alors :
NG(M) = M’

ce qui est contraire 2 ’hypothése M < G.

On en conclut que Ng(P) = G, c’est-a-dire P~ G.

6) = 7) : I’hypothése implique que, pour tout nombre pre-
mier p divisant o(G), il existe un unique p-sous-groupe de Sylow
dans G. D’aprés le théoréeme (6.18), on a G~ JI P, on

1Si<k

les P, sont les p-sous-groupes de Sylow distincts de G.
7) = 1) : on sait que tout p-groupe fini est nilpotent (propo-
sition (7.50)), on en déduit, en appliquant la proposition (7.55),

que G~ [I P, oulesP,sontdes p,-groupes finis, est nilpotent.
1€igk

Sous-groupe de Frattini d’un groupe fini :

LemMe (7.61). Soit G # (e), un groupe fini et N < G ; alors
N < ©(G) st et seulement s’il n’existe aucun sous-groupe propre H de G
tel que HN = G.

Preuve : Supposons N < ®(G) et soit H < G. 1l existe un
sous-groupe maximal M de G contenant H :

N< oG >N<M, doit HN< M < G;
il n’existe donc aucun sous-groupe propre H de G tel que HN = G.

Supposons maintenant N ¢ ®(G); on a G # (¢) et, par
hypothese, il existe un sous-groupe maximal M de G tel que
N¢ M; dod M < MN < G et par suite MN = G, puisque
M est maximal. Ainsi N ¢ ®(G) implique P'existence d’un sous-
groupe propre M de G, tel que MN = G.

TuEorEME (7.62) (Frattini). Pour tout groupe fini G, O®(G) est
un groupe nilpotent.

Preuve : On suppose G # (¢).

D’aprés la proposition (4.58), on a ®(G) < G; alors, si P
est un p-sous-groupe de Sylow de ®(G), le lemme (6.10) de
Frattini implique G = Ni(P) ®(G).
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Compte tenu du lemme (7.61), on en déduit que Ny(P) = G;
dot P<G, donc P<a®(G); par suite, ®(G) est nilpotent
(théoréme (7.60) 6°).

Exercices Chapitre Vi

1) Dans un groupe G # (¢), on dit qu’un sous-groupe K est normal
minimal, s’il est minimal dans I’ensemble des sous-groupes normaux
de G, distincts de (¢); donc :

(K'<G et K'<K)=>K = () ou K =K.

a) Si K est un sous-groupe normal minimal de G, vérifier que
K est abélien, ou Z(K) = (e).

b) Si K et L sont deux sous-groupes normaux minimaux dis-
tincts de G, montrer que KL est un sous-groupe de G isomorphe
a K x L.

¢) Prouver que le groupe (Z, +) n’a pas de sous-groupe normal
minimal.

2) Soit G un groupe; soit HJIG, N<G tels que NCH; démon-

trer que 1 est normal minimal dans 1%, si et seulement si N est

maximal dans Pensemble des sous-groupes normaux de G, stric-
tement inclus dans H.

3) Un groupe G sera dit caractéristiquement simple, si G 3£ (¢) et si
les seuls sous-groupes caractéristiques de G sont (¢) et G.

a) Soit K un sous-groupe normal minimal d’un groupe G;
démontrer que K est un groupe caractéristiquement simple. [Uti-
liser la proposition (4.44).]

b) K étant un corps, on considére le groupe additif (K, +).
Vérifier que, pour tout a # 0 dans K, Papplication A;: K - K
telle que A (x) = ax, quel que soit x € K, est un automorphisme
du groupe (K, +).

Montrer que (K, ) est caractéristiquement simple.

¢) Prouver que le groupe (Z, 4) n’est pas caractéristiquement
simple (voir ’exercice 17, chap. III).

d) Démontrer que si un groupe G est caractéristiquement
simple, il en est de méme du groupe G X G.

J. CALAIS 9
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Etant donné une suite de composition d’un groupe G :
T:G=G,>G, >... >G, = (e),
on dit que X est une suife principale de G, si Z est une suite normale

Gi_
G

! est normal minimal

de G, telle que, pour tout 7 (1 < i< n)

A
dans — (voir exercices 1 et 2, ci-dessus).

G
SoitiG le sous-groupe du groupe symétrique S;, engendré par
{(1,2), (5,6), (1,3), (2, 9 }-
a) Vérifier que (3,4) €G.
b) Soit Hle sous-groupe de G engendré par{(1, 2), (3, 4), (5, 6)}.
Prouver que :

GO HD((1,2), (56)>2<(1,2)> 3 (e)

est une suite de Jordan-Hélder de G.
Vérifier que cette suite n’est pas principale et qu’aucune suite
extraite de celle-ci n’est principale.

Etant donné la famille des groupes symétriques S,, n € N, pour
1 € m<n, on identifie S, au sous-groupe de S,, formé par

Pensemble des permutations e de {1, 2, ..., n}, telles que o() =1,
pour tout i (m + 1 < ¢ < n); on considére alors le groupe :
S= U S,.
nEN*

a) Le groupe S est-il résoluble?

Vérifier que S est isomorphe au sous-groupe Sy. du groupe
symétrique Sy., formé par Pensemble des permutations de N* a
support fini (exercice 17, chap. IV).

b) Démontrer que A = |J A, est 'unique sous-groupe

€N+
propre normal de S, autre que" (), et que A est d’indice 2 dans S.

Prouver que S est un groupe de longueur 2 (définition (7. 14)).

¢) Soit H le sous-groupe de S engendré par I’ensemble des
transpositions : {(2n — 1, 2n); n e N*}.

Vérifier que H est un groupe abélien, infini, et que toute svite
de composition de H a un raffinement propre. En déduire que
H n’a pas de suite de Jordan-Holder.

d) A tout c €A, on associe ¢, € End(H), tel que :

@t 2m—1,2m) > (2n—1,2n), ob n=oc(m).
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Pour tout ueH, on écrira : ¢s(u) = u®.

— Vérifier que ¢, € Aut(H), quel que soit o € A.

— On considére alors le groupe G = H X, A (produit semi-
direct).

Montrer qu’il existe un sous-groupe H’ de G, isomorphe 4 H,
tel que GO H’D (¢) est une suite principale de G.

Prouver que G n’a pas de suite de Jordan-Hélder.

On dira qu’un groupe G vérifie les « conditions de chaines » s’il
satisfait aux deux conditions suivantes :

(C,) : toute chaine strictement décroissante de sous-groupes de G :
G=G;0G,;D...2G;0G;,4 ---
ol G;<G;_,, pour tout i, est finie,

(C,) : toute chaine strictement croissante de sous-groupes de G :
(¢) =H,CH,C...CH;CH,,,C...

oh H;<dH; ,, pour tout j, est finie.

1° G étant un groupe vérifiant les « conditions de chaines »,
démontrer les propriétés suivantes :

a) Tout sous-groupe de G et tout quotient de G vérifient les
« conditions de chaines ».

b) Tout sous-groupe normal de G est contenu dans un sous-
groupe normal maximal de G et contient un sous-groupe normal
minimal de G.

En déduire qu’en particulier, G contient un sous-groupe
normal maximal et un sous-groupe normal minimal.

20 Montrer qu’un groupe G vérifie les « conditions de chaines »,
si et seulement si G a une suite de Jordan-Hélder.

Soit G un groupe vérifiant les « conditions de chaines » (voir
exercice précédent). Soit K un sous-groupe normal minimal de G.

Le but des questions qui suivent est de prouver que K est un
groupe simple ou est isomorphe au produit direct d’un nombre
fini de sous-groupes simples de G, deux & deux conjugués.

On suppose que K n’est pas simple.

a) Justifier Pexistence dans le groupe K d’un sous-groupe
normal minimal N. Prouver que pour tout xG, ¥ N1 est
encore un sous-groupe normal minimal de K.

b} N étant un sous-groupe normal minimal de K, montrer
qu’il existe x;, € G tel que x Nag! ¢ N.
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On pose alors N, =N et N; = Nz Naz1).

Vérifier que N; <K.

Si I'on choisit x, € G, tel que x, Nzl ¢ N;, et sil’on pose
N, = N;(x, Nx; 1), prouver que N, <K.

On construit ainsi une chaine strictement croissante :

Ne< Ny <Ny < ...

Justifier 'existence de neN* tel que N, = K.
En déduire que l’'on a

KNXxxNagl x 4, Nag! x ... X %, N1
ot N est simple, ainsi que les groupes x’N w1 (1gign).

Soit G un groupe vérifiant les « conditions de chaines » (voir
exercices 6 et 7 ci-dessus).

Démontrer que G a une suite principale dont chaque quotient
est simple ou isomorphe au produit direct d’un nombre fini de
groupes simples.

Trouver deux raffinements équivalents pour les deux suites de
composition de Z :

Z>pZ>(0) et Z>qgZ>(0)

ol p et ¢ sont des nombres premiers distincts.

Déterminer, 2 un isomorphisme prés, tous les groupes d’ordre 20;
montrer qu’ils sont de méme longueur et résolubles.

Démontrer que pour tout entier n> 2, le groupe diédral D,
est résoluble.

Pour n> 3, on considére le groupe diédral D, engendré par a
et b tels que o(a) =n, o(b) = o(ab) = 2.

On pose G = Aut(D,).

a) Vérifier que {a) est un sous-groupe caractéristique de D,,.

b) Soit N ={« €G;a(a) =a}. Démontrer que N est un
sous-groupe normal de G, abélien et d’ordre n.

¢) Soit H={«€G;ua(b) = b}. Prouver que H est un sous-
groupe de G, abélien et d’ordre ¢(n) (voir exercice 17, chap. III).

d) Vérifier que G est produit semi-direct de N par H.

¢) Prouver que G est résoluble.



Suites de composition 261

13) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. Démontrer que :
a) Tout groupe d’ordre pq est résoluble.
b) Tout groupe d’ordre g2 ¢ est résoluble (voir, chap. VI :
proposition (6.15) et exercice 8).

14) Vérifier que le groupe linéaire général GL(2, Z,), ot Z, = in R
est résoluble (voir exercice 22, chap. I).

15) On considére le groupe linéaire général G = GL(2,Z;), ou
Z, = o
a) Démontrer que G est fini, d’ordre 48.
b) Soit S = SL(2, Z;), le groupe linéaire spécial des matrices

d’ordre 2 sur Z; (voir exemple (1.63)).
Vérifier que S est un sous-groupe de G, d’ordre 24.

¢) Quel est ’ordre du centre de G? (voir exercice 37, chap. IV).
d) Prouver que S est résoluble et en déduire que G est résoluble.

16) Soient deux groupes H et K; soit H' < H et K'< K, démon-
trer que [H' x K, H x K] = [H’, H] x [K’, K].

17) @) Soit un groupe G et K <4 G; = étant ’épimorphisme cano-

nique G — (—}, on sait que D (%) = 7(D(G)). Prouver que :
KcZ(G) et ¢ monogeéne implique G abélien.

- D(G)
b) On suppose que pour le groupe G, on a — - et D,(G)

monogeénes. Dy(G)

— Déterminer D,(G).

— Si a est un générateur du groupe D,(G), montrer que I’on
a D(G) € Gg(a) (voir exercice 25, chap. IV).

Endéduire que D,(G) = Z(D(G)). Enconclure que D,(G) = (¢).

¢) On suppose que pour le groupe G, il existe > 2 tel que
D,_,(G) ,, D(C)

D(G) — Dii(G)

En utilisant le groupe

sont monogeénes.
D,_(G) DG _ .,
D;1(G)’ D;.11(G)

d) On considére le groupe S;; démontrer (sans calcul sur les
éléments) que

D(Sa) = {e’ Ci» 0'2}’

Lo (L2 3y _(123
v “‘_(231)° 62_312)'

démontrer que
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... G

En conclure que pour un groupe G, la condition : « DS et
D(G) monogeénes » n’implique pas D(G) = (e) (G)
¢) Vérifier que tout groupe G, pour lequel —— DG et D(G) sont
monogenes, est résoluble. ( )
Soit G un groupe fini dont tout sous-groupe de Sylow est cyclique,
c’est-a-dire que G est hypercyclique (voir exercice 19, chap. VI);
on suppose de plus G non abélien et tel que D(G) # G.

a) Montrer que S, satisfait & I’ensemble des conditions impo-
sées au groupe G.

b) Vérifier que D(G) et ——=

ve -2 ot D(G)

TBG) “ Bi(G)

(voir exercice 17, ci-dessus).

») ( 6) sont hypercycliques; en déduire

——sont cycliques; en conclure que D4(G) = D,(G)

¢) On pose n =0(G); montrer que Pon a nécessairement
n> 6 et prouver, par récurrence sur n, que G est résoluble. En
déduire que D4(G) = Dy(G) = (¢).

En conclure que si G est un groupe fini non abélien, hyper-

cyclique, tel que D(G) # G, alors D(G) et ——- sont cycliques.

G
D(G)
Soit G un groupe fini d’ordre pfa pfz ... pik, ot &, o, o, ..., 04
sont des entiers positifs, les p; (1 € i < k) étant des nombres pre-
miers distincts. Démontrer que G est résoluble, si et seulement

k

si G est de longueur n = X «.
i=1

Soit #(2) le groupe des isométries du plan affine euclidien P
(exercice 26, chap. I).

Soit 2(2) le groupe des déplacements du plan P (exercice 7,
chap. II) et &(P) le groupe des translations de P.

a) Démontrer que 'on a & (P) <. #(2), donc & (P) <2(2).
2(2)
€ (P)
plan P, de centre fixe w (on montrera qu’une classe de Z(2)
modulo & (P), autre que & (P), est formée par ’ensemble des

rotations 7(O, o) ot O décrit P et o est fixe). Quel est le groupe
dérivé de 2(2)?

¢) Vérifier que #(2) est un groupe résoluble; est-il nilpotent?

b) Prouver que ~ (P, »), groupe des rotations du
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Soit (G, +) un groupe abélien. On dit que G est un groupe abélien
élémentaire s’il existe un nombre premier p tel que px =0, quel
que soit x € G; dans ce cas, on dit, plus précisément, que G
est p-élémentaire.

a) (G, +) étant un groupe abélien p-élémentaire, montrer
que G peut étre muni, de fagon naturelle, d’une structure d’espace
Z
p—z.

Réciproquement, vérifier que tout espace vectoriel V sur Z,
est tel que (V, 4) est un groupe abélien p-élémentaire.

b) Démontrer que, pour un groupe abédlien fini (G, +) # (0),
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est élémentaire.
(2) G est caractéristiquement simple (voir exercice 3, ci-dessus).

vectoriel sur le corps Z, =

[(1) > (2) : Considérer G comme un espace vectoriel de
dimension finie sur Z,. Pour G non isomorphe & Z,, H < G,
H # (0), vérifier quesi x e H\{0} et y ¢ H, il existe o € Aut(G)
tel que afx) = y.

(2) = (1) : Sip premier divise o(G), poser K =={x € G; px = 0}
et montrer que K est un sous-groupe caractéristique non nul

de G.]

Soit un groupe G # (e).

a) Démontrer que deux suites normales de G admettent des
raffinements équivalents, qui sont encore des suites normales de G.
[Voir la démonstration du théoréme de Schreier.]

b) Prouver que si G a une suite principale (exercice 4 ci-dessus),
alors toute suite normale strictement décroissante de G a un raffi-
nement qui est une suite principale de G; en déduire que deux
suites principales de G sont équivalentes.

¢) Prouver que tout groupe fini G # (¢) a une suite principale.

d) Démontrer que pour tout groupe fini G # (¢), les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est résoluble.
(2) Tous les quotients d’une suite principale de G sont abéliens
élémentaires (exercice 21, ci-dessus).

Soit Qg le groupe des quaternions et C, un groupe cyclique
d’ordre 2. Prouver que G = Qg X C, est nilpotent.

Déterminer les suites centrales ascendantes et descendantes
de G; on remarquera que ces suites sont distinctes; en déduire
la classe de nilpotence de G.
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a) p étant un nombre premier, vérifier que tout groupe fini
d’ordre p", n> 1 dans N, est nilpotent de classe r < n— 1.
[Raisonner par récurrence sur n.]

b) Soit n =2, k> 2 dans N. On considére le groupe dié-
dral D, engendré par a et b tels que

o(a) =n, o(b) = olab) = 2.

— Justifier Paffirmation : D, est nilpotent de classe 7 < A.

— Montrer que Z, = Z(D,,) est le sous-groupe de D,, engendré
par a**~' (voir exercice 20, chap. IV).

-~ Déterminer la suite centrale ascendante de D,;; en déduire
que D, est nilpotent de classe k.

¢) Montrer que pour n> 3 et impair, D, n’est pas nilpotent;
en déduire que D, est nilpotent si et seulementsi n = 2% %2> 1
dans N.

d) Démontrer que le groupe dicyclique Q,, (exercice 25,
chap. V) est nilpotent si et seulement si n = 2% k> 1 dans N;
quelle est alors la classe de nilpotence de Q,,?

Vérifier que pour n2z 3, le groupe symétrique S, n’est pas
nilpotent.

Soit K un sous-groupe normal minimal d’un groupe G 3# (¢).

a) Montrer que [K,G] =K, ou [K, G] = (¢).

b) On considére la famille des sous-groupes I', de G définis
par les relations (19); vérifier que, si [K, G] = K, alors, pour
tout neN’, ona KcT,.

En déduire que, si le groupe G est nilpotent, alors K < Z(G).

A l’aide de I’exercice 26, démontrer que pour un groupe fini G,
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est nilpotent.
(2) Toute suite principale de G est centrale.

Démontrer que si G est un groupe nilpotent de classe 2, alors
D(G) est abélien.

G étant un groupe, on dira que G est super-résoluble si G a une
suite normale £ dont tous les quotients sont monogeénes (finis ou
infinis).

Pour un groupe super-résoluble une telle suite X sera dite
« normale monogéne ».
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1o Justifier les propriétés suivantes :
a) G groupe super-résoluble = G groupe résoluble;
b) quel que soit le nombre premier p, tout p-groupe fini est super-
résoluble.
2° Soit G un groupe super-résoluble. Démontrer que :
a) tout sous-groupe H de G est super-résoluble;

b) quel que soit N <G, (ﬁ} est super-résoluble.

30 En considérant le groupe symétrique S,, montrer que :
a) la réciproque du 1° a) est fausse;
b) un groupe non super-résoluble peut contenir un sous-groupe

normal N tel que N et ¢ sont super-résolubles.

N

40 g) Démontrer que si H et K sont deux groupes super-
résolubles, alors H x K est super-résoluble.

Généraliser cette propriété au cas du produit direct d’un
nombre fini de groupes super-résolubles.

b) Prouver que tout groupe fini nilpotent est super-résoluble.

5¢ G étant un groupe super-résoluble, soit X une suite normale
monogeéne de G :

2: G=G,>G >... >G, = (e).

a) Soit £’ un raffinement de X; démontrer que tous les quo-
tients de la suite de composition ¥’ sont monogénes et que 2’ a
le méme nombre de quotients infinis que X.

s

Gy
G,=H, >H, >... >H, =G,

[On prouvera quesi est isomorphe 4 Z et si dans %' ona

3

Hy .

alors, %1 ~Z et est cyclique quel que soit j

&

0<j<k—2)]

b) Montrer que deux suites normales monogenes d’un groupe
super-résoluble G ont le méme nombre de quotients infinis.

6° @) G étant un groupe super-réoluble, on considére, comme

dans 5°, une suite normale monogé¢ne £ de G. Si G i est un
i+1
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quotient cycligue de X, démontrer qu’il existe une suite de compo-
sition de G; vers G; ., :

G =H,>H, >... >H, =G,

dans laquelle chaque quotient (0<j< k—1) est cydique

d’ordre premier.

Vérifier que pour tout j (0 <j < %), GH est caractéristique
i1

dans —Gg—-, en déduire que pour tout j (0 < j< k) ona H;<G.
i+1

b) Prouver qu’un groupe G est super-résoluble si et seulement
s’il a une suite normale monogéne dans laquelle tous les quotients
finis sont cycliques d’ordre premier.

H,
Hj+

Soit G un groupe super-résoluble (exercice 29, ci-dessus). Le but
de cet exercice est de prouver que D(G) est nilpotent.
Soit £ une suite normale monogéne de G :

G=G,>G;>... >G, = (e).
Pour tout i (0 <:< n), on pose A = G; N D(G).
a) Vérifier que

,: DG =A, A >... >A, = (e

est une suite normale monogéne de D(G).
b) Pour tout ¢ (0< i< n—1), on considére 1’application

vy:Gp Aut( A )
i+1
g,
tel que, pour tout ¥ € A :
Aiga

Yo(¥) =gxg7%
ol g est la classe de g modulo A;,, dans G.
Soit K = Ker vy.

— Vérifier que I_({} est abélien (voir exercice 17, chap. III) et

K . Ay

est le centralisateur de dans .

Aisa Ap Ay
— En déduire que Z, est une suite centrale et donc que D(G)

est nilpotent.

que
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Soit n2 2 dans N. Soit K, le sous-groupe de GL(2, C) engendré
par les matrices

«_(° —1) oy (0
_(1 o] °© '(o e~1)

ol e€C, e"=1 et 2 #£ 1.

a) Démontrer que le groupe K, est non abélien, d’ordre 2% +1,
Quel est le groupe K,?

b) Prouver que pour tout r 2 2, K, est un groupe dicyclique
(exercice 25, chap. V).

En déduire que K, est nilpotent de classe n {exercice 24,
ci-dessus).

¢) Vérifier que K = |J K, est un sous-groupe de GL(2, C).

n=2
Déterminer D(K); en déduire que K n’est pas nilpotent.

Soit ®(G) le sous-groupe de Frattini d’un groupe G; on suppose
D(G) # G.

a) Montrer que :

H<G et H < O(G) »@(%):@.

b) Un élément x € G sera dit superflu dans G, si, S désignant
une partie non vide de G, x est tel que :

S U{x} engendre G = S engendre G.

Soit E Pensemble des éléments superfilus de G.

— Démontrer que E < ®(G) ([raisonner « par P'absurde »].

— Soit x€G tel que x¢ E et soit S une partie non vide
de G telle que (SU{x}> =G et (S)>#£G.

On pose o ={H; H< G,{(S> < Hetx¢ H}.

Démontrer, en utilisant I’axiome de Zorn (voir énoncé (4.60)),
que 5 contient un élément maximal M, qui est un sous-groupe

maximal de G.
En déduire que D(G) = E.

¢) Prouver que si G est tel que @(G) est de type fini, alors :
(H< Get HO(G) =G) > H =G.

d) Soit G un groupe tel que tout sous-groupe propre de G est de
type fini.
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Démontrer (« par P’absurde ») les deux propriétés suivantes :
— si H est un sous-groupe non normal de G, alors il existe ge G
tel que :

Vxed(G), gHg'#xHx
— H<JG = ®H) < 9(G).

33) Déterminer le sous-groupe de Frattini de chacun des groupes
suivants :
a) Z et G, groupe cyclique d’ordre n > 2;
b) S,, groupe symétrique de degré n > 3;
¢) D,, groupe diédral d’ordre 2rn, n> 2;
d) C,w, p-groupe de Pritfer (exercices 34 et 36, chap. IV);
e) Qg, le groupe des quaternions, et K,, le groupe dicyclique défini
dans ’exercice 31, ci-dessus, pour n 2 3.

34) p étant un nombre premier, soit G un p-groupe fini (G # (¢)).
Démontrer que ®(G) = (¢) si et sculement si G est un groupe
abélien p-élémentaire (voir exercice 21, ci-dessus).

En déduire que pour tout p-groupe fini G, (% est un groupe

abélien p-élémentaire (voir le a) de Iexercice 32, ci-dessus).

35) a) Soit G un groupe tel que @(G) est de type firi et O(G)# G.

Démontrer que si est de type fini, engendré par au moins

o(G)
n éléments, alors G est de type fini, engendré par au moins n éé-
ments (voir le b) de Pexercice 32, ci-dessus).

b) Soit G = Gyw X4 Gy, le produit semi-direct du groupe
quasi-cyclique C,» (exercices 34 et 36, chap. IV) par le groupe
G, ={1,— 1}, ¢ étant le morphisme : C, — Aut(Cy) tel que,
pour tout 2€ Cow, ¢,{2) =2z et @_,(2) =z L.

Déterminer @(G); vérifier que % est fini, alors que G n’est
pas de type fini (comparer ce résultat avec a)).

Déterminer Z(G); en déduire que G n’est pas nilpotent.



CHAPITRE VIII

Groupes abéliens

Conformément & I’usage, dans tout ce chapitre, la loi de
composition d’un groupe abélien sera notée additivement, I’élément
neutre étant 0.

Cette notation peut se justifier par le fait que la structure de
groupe abélien intervient dans d’autres structures algébriques
fondamentales telles que celles des anneaux, des espaces vecto-
riels, des modules, qui sont tous (conventionnellement) des groupes
additifs abéliens (voir la définition de ces structures dans [31]
ou [54], par exemple).

En particulier, si A est un anneau unitaire et commutatif,
un A-module est un groupe additif abélien, muni d’une loi de
composition externe :

AxM->M
(a, x) b ax
telle que

alx +y) =ax + ay
(a + &) x = ax + bx
(ab) x = a(bx)
lx =x

V(g beA XA, V(xy)eMx M.

Compte tenu des propriétés élémentaires des groupes (for-
mules (2°) et (3’), chap. I), on vérifie facilement que la structure
de groupe (additif) abélien coincide avec celle de Z-module.
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Ce point de vue explique qu’il y ait plusieurs méthodes pour
aborder I’étude des groupes abéliens, dont les résultats peuvent
étre obtenus, en particulier, comme conséquences directes de la
Théorie des Modules sur un anneau principal (voir [37], [41]).

Pour conserver une certaine unité a ce livre, nous avons préféré
ne pas trop nous écarter de la Théorie des Groupes; cependant,
la décomposition des groupes abéliens de type fini utilisera cer-
taines propriétés des matrices a coefficients dans Z, que nous
rappellerons.

1 — Somme directe de groupes abéliens

A / Notion de somme directe de groupes abéliens

Soit {G;};c; une famille de groupes abéliens, I étant un
ensemble non vide quelconque.

Considérons le groupe produit direct G = Il G;, auquel
on associe la famille des épimorphismes canoniq‘sés {itier et
celle des monomorphismes canoniques {¢};c; (voir chap. I,
paragr. 4).

Considérons dans G = [I G,, la famille des sous-groupes

{Im ¢, };¢; et posons : ier
I'= % Imyg,.
€1

I' est, par définition, le sous-groupe de G engendré par
UI Im g, (voir chap. I).
i€

Compte tenu de la définition des ¢;, on a :

pour tout jel, Img; N X Im g, = (0),
i€l
Y
donc T’ est somme directe des sous-groupes Im ¢, de G (défini-
tion (1.52)) :

l"=€BImq5 (1)

i€l
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D’aprés la proposition (1.53), tout xeT' sécrit de fagon
unique :

x= g;(%), ouneN et {i, 5, ..., 4}l
1€4i<n

On en déduit que :
I' ={xe Il G;; p;(x) = 0, sauf pour
ier

un nombre fini d’indices ¢}.

Définition (8.1) : Etant donné une famille {G,};; de groupes
abéliens, o I est un ensemble non vide quelconque, le sous-
groupe I' du groupe H , formé par Pensemble des =xe€ H G,

qui n’ont qu’un nombrc ﬁm de composantes non nulles, est appelé
somme directe des groupes abéliens G;, i € I; on écrit alors

r=®GgG, (2)

i€l

Remarques (8.2) :

1° Dans la formule (1), le signe B exprime une somme directe

de sous-groupes, alors que dans la formule (2), le méme signe @
exprime une somme directe de groupes. Eventuellement, pour éviter
toute ambiguité, on dit parfois qu’il s’agit, dans le premier cas,
d’une somme directe « interne » et, dans le second cas, d’une somme
directe « externe ».

20 On a @G < I G et @G——HG si et seulement si

i€I i€l
I est fini.

Notations (8.3) : Soit G un groupe abélien.

— Pour n> 2 dans N, on note G" la somme directe de
n groupes égaux 4 G : on dit de n « copies de G ».

~— Si T est un ensemble non vide quelconque, on désigne
par G le produit direct «1;-[1 G;, oo G; =G, quel que soit i€l
c’est-2-dire, ol tout G; est une copie de G.

On note alors G le sous-groupe de G' égal a @ G;, o
chaque G, est une copie de G.
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Remarque (8.4) : D’apréslaremarque (8.2) 2°,ona G® < G! et
G? =G!' <« 1 est fini;

de plus si I={i,...,4,}, o neN’, alors G' = G", car
tout élément de G' est un élément de G" et réciproquement. Plus
généralement, si I et J sont deux ensembles non vides tels que

card(I) = card(]J), alors G'= G’ et GP = GY.

B / Propriété universelle de le somme directe de groupes abéliens

I étant un ensemble non vide, soit {G,;};c; une famille de
groupes abéliens; d’apres la définition de @ G,, pour tout i€l

le monomorphisme ¢; de G; dans [T G; est tcl que Img, < @ G;;
iel i€
aussi, chaque ¢, sera considéré dans ce qui suit comme un monomor—

phisme de G, dans D G;.
icl

TuEorREME (8.5) (propriété universelle). Soit {G,},oq une
Jamille de groupes abéliens, 1 étant un ensemble non vide quelconque. Soit
{9 }iex la famille des monomorphismes canoniques associés & la somme

directe D G;.
i€l

Etant donné un groupe abélien G, et une famille de morphismes { f,},c 1
tels que, pour tout iel, f,e Hom(G,;, G), il existe un unique

pE Hom(iGEBI G,, G) tel que, quel que soit iel,

poq =L

Le théoréme (8.5) exprime que, pour tout ¢ € I, le diagramme
suivant commute :
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Preuve :

a) Cas ot I est fini : Supposons, pour la démonstration,
I ={1,2}, celle-ci pourra étre étendue sans peine au cas ou
I={1,2...,n}

Considérons le diagramme :

q g
G, - - Gl? Gy . G,

-5---
<

S T

RNew—e—

olt (¢y, gs) et (fi,f3) sont connus.
— Existence de ¢ : Considérons I’application
:G;9G;, > G
(%1, %) P fi(x1) + fo(%0)-
Le groupe G étant abélien, on vérifie facilement que
¢ € Hom(G, ® G,, G).

D'autre part, @oq1(%) = ¢(x1, 0) =fi(%), d'olt 9og, =4 et
on montre de méme que Qo ¢, = f5.

— Unicité du morphisme ¢ : Supposons qu’il existe
¢’ € Hom(G,; ® G,, G)

telque ¢’ o gy =f; et ¢’ o gy =f,. Quel quesoit (x;, %) € G, ® Gy,
on a

(%1, %2) = q1(x1) + o),
dolt  ¢'(x1, X)) = ¢ 0 ¢a2(%1) + ¢ 0 g5(xa)s
@' (%1, %2) = fi(x1) -+ falxe),

donc  ¢'(xy, ¥3) = (%, x5), ce qui implique ¢ = ¢.
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b) Cas ot I est infini :
(%)ier € 6591 G, > x, =0, sauf pour un nombre fini d’in-

dices ¢ el.
On en déduit que I'on peut, comme précédemment, définir
¢: DG, -G
par (%)ier P X fi(%),
f€X

car f,(x) =0, sauf pour un nombre fini d’indices ¢, implique

que X f(x;) est la somme d’un nombre fini d’éléments de G, donc a
iel

un sens dans le groupe G.

Moyennant cette remarque, la méthode de démonstration
utilisée dans le cas ot I est fini s’adapte sans difficulté¢ au cas
ou I est infini.

A P’aide du théoréme (8.5), on démontre la propriété suivante
qui sera souvent utilisée.

ProrosiTioN (8.6). Soit { G, },oy une famille de groupes abéliens.
Un groupe abélien G est isomorphe au groupe ‘@IG‘ st et seulement s’il

existe une famille {H,},c, de sous-groupes de G tels que :
1) H ~G,;, Viel
2) G= %H, (somme directe interne).

Preuve :
— Supposons G =~ ‘E(]EB; G,. Soit ¢ un isomorphisme de ‘%91 G,

sur G. Pour tout 7el, ¢ étant le monomorphisme canonique
de G, dans ‘%91 G,, ¢ o ¢g; est un monomorphisme de G; dans G.

Posons H; = §og,(G;); on a alors H; ~ G;,.
D’autre part, tout x e G s’écrit

= P((%ier)s OU (Hier G%Gr

(%)icr = = ¢i(%), ol le second membre de cette égalité est la
i€1

somme d’un nombre fini de termes, puisque les x; sont nuls, sauf
un nombre fini d’entre eux.
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On en déduit que x € Z $Yoglx), dou G=2X H,.

L{S9
Soit a e H; n ¥ H;; on peut écrire :
i€l

i¥7
a={og;(x;) = X doglx), avec x;€G; et x,€G,,
i
d’on ‘J’(igl g:(x) — ¢;(x;)) = 0.

ifj

¢ est injectif, donc X ¢;(x;) — ¢;(x;) = 0, ce qui implique :
i€l
i%i
%, == 0, quel que soit i el, et par suite H; n X H; = (0).
&

On en conclut que G = GEBI H,.

— Réciproquement, supposons que G contienne une famille
de sous-groupes { H;};¢; tels que G = @I—L et H; ~ G;, quel
que soit iel.

Pour tout el désignons par f; un isomorphisme de G;
sur H; et considérons le diagramme :

ol «, est I'injection canonique du sous-groupe H; dans le groupe G.
D’aprés le théoréme (8.5), il existe un unique

¢ e Hom(i@lG,-, G)

tel que, pour tout tel :

@og, = %of.
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Vérifions que le morphisme ¢ est bijectif.
Soit xeG; G = GEEI H, implique

x=2Xh, heH,Viel
i€l

et b =0, sauf pour un nombre fini d’indices i.
Quel que soit ¢ €I, h = o(h;) et il existe un unique x; €G;
tel que A = f(x), d’ou

x= X ogofi(x) = X ¢ogx)
11233 i€l
x=¢( X ¢(x) >xelme,
3

donc ¢ est surjectif.
D’autre part,

¢((x)ier) =0,  avec (%) e@, G,
implique :
(X &) = X 9oalx) =0,
i€l €I
donc _é}la‘oﬂ(xi) =0 dans G= DH;,,

icl

c’est-a-dire
> fi(x) =0, avec f(x) € H;, quel quesoit ¢ €I
i€l

on en déduit que f(x,) =0, donc x, =0, pour tout ¢ el; par
suite, ¢ est injectif.
On en conclut que ¢ est un isomorphisme.

COROLLAIRE (8.7). Soient I un ensemble non vide quelconque et deux
Jamilles de groupes abéliens indexées par 1 : {G,};c; et {G{ }iers dors :

(G, ~G/,Viel) > DG, =~ DG/.
i€ i€1

Preuve : Posons T' = ‘%91 G;; {¢:}ier étant la famille des
monomorphismes canoniques associés 4 la somme directe des
groupes G;; d’aprés les relations (1) et (2), T' = @ Im ¢, (somme
directe interne). ‘€1
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Posons H; = Img,; pour tout : eI, on a H; ~ G,, donc
H, ~G et I'= EBH‘, dou I~ EB G,, d’aprés la propo-
sition (8 6). ‘el

Défimition (8.8) : Soient G un groupe abélien et H un sous-
groupe de G. On dit que H est un facteur direct de G, §’il existe un
sous-groupe K de G tel que

G=HeK.

K est un complément de H dans G et K est aussi un facteur direct

de G.

ProrosiTioN (8.9). Etant donné un groupe G et un sous-groupe H,
notons g 'injection canonique de H dans G ; alors H est un facteur direct
de G, st et seulement s’il existe p € Hom(G, H) tel que poq = idg.

Preuve :

lo Si G=H®K, alors l'injection canonique ¢:H —G
et la projection canonique p:G — H vérifient la condition
poqg=1idg (formule (24), chap. I).

20 Supposons, réciproquement, qu’il existe p e Hom(G, H)
tel que pog = idy; on remarque que p est surjectif.

Soit g eG, posons p(g) =h; h=pog(h) = p(h) implique
(g—*h) eKerp, ot G =H + Kerp.

Montrons que cette somme est directe; supposons x € H n Ker p.

xeH = x=poq(*) = p(x),
alors xeKerp =x =0,
d’ot  H n Kerp = (0).

En posant K = Ker p, on obtient G = H®K.

2 — Groupes abéliens libres

A | Caractérisations des groupes abéliens libres

Défimition (8.10) : On dit qu'un groupe abélien est libre s’il est
somme directe de groupes monogénes infinis.
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Un groupe abélien libre F s’écrit donc sous la forme :

F=_Eg<x,.>, I#e et <(x)>~Z, Viel (3)

Compte tenu de la proposition (8.6), on identifie chaque groupe mono-
géne {x;> & un sous-groupe de F et ¥ est alors considéré comme la somme
directe (interne) des groupes monogénes infinis {x,>, t el

Défimition (8.11) : Si F est un groupe abélien libre défini par
les relations (3), alors X = {x;};c; est appelé une base de F; on
dit que F est un groupe abélien libre sur U'ensemble X et F pourra étre
noté F,,.

En utilisant les notations (8.3), on vérifie que :

ProrosrrioN (8.12).  Quel que soit U'ensemble X, on a

(X)
Fx =~ Z™.

En particulier, si X est fim et card(X) =n> 1, on obtient
Fy ~ Z"; de plus, par convention, on posera Z° = (0) = F,.

Preuve : Supposons X non vide et X ={x};er; alors, par
définition, Fiy, = 46591 (%), avec {x;>~ Z, quel que soit 7 elL.
En appliquant le corollaire (8.7), on obtient : Fy, ~ Z®.

D’aprés la remarque (8.4), card(X) = card(I) implique
Z% =277, dou

X
Fx, ~Z™.

Si X est fini et card(X) =n> 1, on a Z® = 2Z" (remar-
que (8.4)), dotr Fy, =~ Z*

Remarque (8.13) : D’aprés la proposition précédente, étant
donné un ensemble X, il existe, d un isomorphisme prés, un seul groupe
abélien libre sur X.

Prorosrtion  (8.14). Soit un groupe abélien F £ (0) et
X ={x}er unc famille non vide d’éléments de F; les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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1) T est un groupe abélien libre sur X;
2) tout x € F sécrit de fagon unique sous la forme :
x= 3 n;x,
1<isk

oit keN" {iyyig, ..} sl et n,eZ, Vi(l<j<k);

3) X est une partie génératrice de ¥ telle que, quelle que soit la partie
finie non vide {i,, 15, ...,%,} de1:
0= 3% my %Xy, 0l 1 eZ pourtout j(1 <j< k),
1<I<k

implique n; = 0, quel que soit j(1 < j < R).

Preuve :

— 1) < 2) : La condition 1) signifie que X est une base
de F, Cest-ad-dire : F = @ (%> avec (x>~7Z, quel que
soit ¢ el el

D’aprés la proposition (1.53), F = & (%), si et seulement
si tout xeF sécrit de fagon unigue : ‘'

x = z )’; ’
1<€<i<k

ott keN",{i1, 5, ..., 4} < I et y edx), VJ(1<J k).

Mais, x> isomorphe a Z quel que soit j (1 < j < k) équi-
vaut a : pour tout j (1 <5j<k), Jy; € Cx) sécnt de fagon
unique, yy; = nyx., Ol n; €

On en déduit Iéqulvalence des conditions 1) et 2).

— 2) <« 3) : Vérification laissée au lecteur.

Remargue (8.15) : Dans un groupe abélien libre F une base X
est caractérisée dans ’ensemble des parties génératrices de F,
par les conditions équivalentes 2) et 3). Un groupe abélien ne
posséde une base que si c’est un groupe abélien libre.

Définition (8.16) : Dans un groupe abélien G, on dira que les
éléments d’une famille {u,},c, sont linfairement indépendan.ts sur Z

si, pour toute partie finie, non vide, {A;, Ay, ..., A} de A :
0= X mnu, ot n;eZ pourtoutj(l <j<h),
1<8<k

implique n; = 0, quel que soit j (1 <j < k).

On dira aussi, dans ce cas, que la famille {u, }, ¢ est libre sur Z.



280 Eléments de théorie des groupes

Remarques (8.17) :

1o D’aprés la proposition (8.14), dans un groupe abélien libre,
une famille génératrice est une base si et seulement si c’est une famille
libre sur Z.

20 On vérifiera que dans tout groupe abélien G, une sous-
famille non vide d’une famille libre sur Z est libre sur Z; en par-
ticulier tout élément d’une famille libre sur Z est non nul.

B / Rang d‘un groupe abélien libre
a) Cas d’un groupe abélien libre, de type fini.

TutorEME (8.18). Un groupe abélien libre F est de type find si et
seulement s’tl a une base finie ; dans ce cas, toutes les bases de F sont finies
et ont le méme nombre d’éléments ; si ce nombre est n, on dira que F est un
groupe abélien libre de rang n.

Preuve : On suppose F # (0).

1° Si F est un groupe libre ayant une base X finie, alors F est
dec type fini, puisque X est une partie génératrice finie de F
(définition (1.40)).

20 Soit F un groupe abélien libre, de type fini; montrons que F

a une base finie.
Soit X = {x,};c; une base de F; d’autre part, soit

Y= {)’1,)’2; . '!.ya}
une partie génératrice finie de F (s e N*).
Quel que soit m (1 < m < ), il existe une partie finie J,, de 1
telle que y,, € X (x;); ortout x e F s’écrit
i€

m

x= 2 a,%,, oOua,cZ,
1<m<s

quel que soit m (1 < m < 5).
On en déduit que tout x eF appartient 3 X (x;), o
i€

J= 1<9<ajm; J est une partie finie non vide de I, donc {x;};c, est

une base finie de F, car c’est une famille génératrice de F, qui est
libre sur Z, en tant que sous-famille de {x;};¢; (remarque (8.17) 290).
Démontrons que I =J.
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Supposons qu’il existe kel tel que k¢J; x ¢{x;;7¢€]}
et x, est non nul (remarque (8.17) 29), donc il existe des entiers
non tous nuls, n;, ou j€]J, tels que:

X, = X n; %
i€y

on en déduit :
%> 0 T (x> # (0)
P2k
d’otl une contradiction, puisque, par hypothése, F =§§I<x‘ >.
On en conclut que foute base de F est finte.

30 Soit F un groupe abélien libre, de type fini, ayant une base
X ={x3,%,...,%,}, n>1 dans N.

Soit 2F = {2x; x € F}; 2F est un sous-groupe de F.

Tout x € F s’écrit de fagon unique sous la forme :

x= X ax, g, Vi(l<i<gn);
1Ki<n

par suite, x€2F <« [4,€2Z,Vi(l <i<n)].

On en déduit que 2F = @D 2 {x;>, d’ou

1€i<n
F — lse‘as"_fﬁ ~ %)
2F & 2{x> Tagisn 24x;)
1Si<n

(voir exercice 3, chap. IV).

{x)

Pour tout ¢ (1 <i<n), on a mgfzi’
F Z\" .
2—F“(2—z) - [F: 2F] = 2.
[F: 2F] ne dépend que de F, donc foute base de F est nécessairement
de cardinal n.

alors :

b) Cas général : La notion de rang s’étend aux groupes abéliens
libres quelconques, grace au théoréme suivant :

THEOREME (8.19). Quels que soient les ensembles X et Y, on a
Fy, =~ Fy < card(X) = card(Y).
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En particulier, toutes les bases d’un groupe abélien libre ¥ ont le méme
cardinal, celui-ci sera appelé le rang de F.

Preuve :
1o Supposons card(X) == card(Y); on a (proposition (8.12)) :

~ 7 ~ 7D
Foy =2 et Fy =~Z

or, d’aprés la remarque (8.4),
card(X) = card(Y) = Z¥ = Z™
d’ott  card(X) = card(Y) = Fy, ~ Fyy,.
20 Supposons Fiy, ~ Fy, et Fyg # (0), car Fg, = (0)
implique Fy, = (0), donc X =Y = 0.

1er cas : X est fii et card(X) =n > 1.

Soit ¢ un isomorphisme de F,y, sur Fg, . Posons Y = {5 },e1;
Y étant une base de Fy,, on vérifie que ¢(Y) = {o(,);z eI} est
une base de Fy,; or, d’aprés le théoréme (8.18) toutes les bases
de Fi, sont finies et de cardinal n, d’olt card(¢(Y)) =7, on en
déduit que card(Y) = n = card(X).

2¢ cas : X est infini; démontrons qu’on a alors :

card(F,) == card(X).

Désignons par & (F) ensemble des parties finies de X.
xeFy, <= 3F3AeF(X), xeF,;

par suite,
Fo = U Fy (4)

AEFX)

(Pour A =g, Fg, = (0).)
Nous allons utiliser, en les rappelant, quelques propriétés des
cardinaux, dont on pourra (par exemple) trouver les démons-
trations dans la Théorie des ensembles de Bourbaki (E III) [85].

(P,) L’ensemble #(X) des parties finies d’un ensemble infini X est
équipotent 3 X[E III, p. 50]. Autrement dit :

card(Z (X)) = card(X) (5)
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(Py) Le produit d’unc famille finic d’ensembles dénombrables est
dénombrable (E III, p. 49].
Or, qucl quesoit A# o dans #(X), tel que card(A) =n> 1,
on a d’apres la proposition (8.12) :
Fay =27
Z est dénombrable, donc Z" est dénombrable, d’apres (P,);
de plus F = (0), par suite :
V Ae#(X), F, est dénombrable.
(Pg) Si f est une application d’un ensemble E sur un ensemble

infini E'; telle que, pour tout » e E', f~!(») soit dénom-
brable, alors E’ est équipotent & E [E III, p. 50].

Posons X = {x};; et considérons f: Fy, - F(X), définie
par : x> A tel que :

—si x=0, A=f(0) =o;
— si x# 0 et x s’écrit de fagon unique :

x= X mx, ol keN, meZ, Vj(l<j<k),

1§k
alors A = f(x) ={x,, %, - - -5 X%, } (6)

S est alors une application surjective et quel que soit A e F(X),
on a fYA) < F,.
Or, on a vu plus haut que F,,, est dénombrable, donc f~*(A)

est dénombrable [E III, p. 49].
En appliquant la propriété¢ (Pg), on obtient alors :

card(F (X)) = card(F,),

d’oli, en tenant compte de (5) :
card(F,y,) = card(X) (7)

On en conclut que :
Fx, ~ Fiy, = card(X) = card(Y).

Une conséquence immeédiate du théoréme (8. 19) est la suivante :

Remarque (8.20) : Soit F un groupe abélien libre; alors :
(Festderang finin) < F ~ Z*
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CoroLLAIRE (8.21). Quel que soit I'ensemble X non vide, il
existe un groupe abélien équipotent 4 X.

Preuve :

— Si X est infini, d’aprés la proposition (8.12) et la rela-
tion (7) :

card(Z®) = card(X),

donc Z™ est un groupc abélien équipotent 2 X.
— Si X est fini, posons X ={x;, %, ..., %,}, 2> 1 dans N.
Pour n =1, X ={x} est équipotent au groupe abélien (0).
Pour n > 1; on vérifiera que 'on peut définir sur X une
structure de groupe cyclique, en posant :

X, =2x, x=3%,..,%, =nx, x={(@#4+1)x

et quels quesoientjetkdans{1, 2, ...,n}, x; + x, = Ix, = %, + x,,
ou l =7+ k(modn) et 1 << n; par suite, X est équipotent

Z
au groupe .

Remarque (8.22) : Signalons que I’axiomatique de la Théorie
des ensembles de Godel (1) - Bernays (2) permet de prouver que si
Pon considére tous les ensembles, ils forment une « classe » qui
n’est pas un ensemble; Pintérét du corollaire (8.21) est alors de
montrer que tous les groupes abéliens constituent aussi une
« classe » qui n’est pas un ensemble et on peut en déduire que,
a fortiori, la « classe des groupes » n’est pas un ensemble (voir la
notion de « classe », par exemple, dans [54]).

C /| Propriété universelle d'un groupe abélien libre

TuEorEME (8.23). Soit F un groupe abélien et X une partie
génératrice de F; alors F est libre sur X, si et seulement si, quels que
sotent le groupe abélien G et Uapplication o: X — G, il existe un unique
morphisme f e Hom(F, G) tel que fojx = o, oit jx est Pinjection
canonique de X dans F.

(1) Paul Isaak Bernays (1888-1972).
(*) Kurt Godel (1906-1978).
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Preuve : Posons X ={x},cr; quel que soit ¢ eI, jx(x) = x.
a) Supposons F libre sur X; dans le diagramme :

Jx

ou le groupe G et I’application ¢ sont donnés, définissons
[:F->G
par 2 onx b X onox).
i€l i€l

Tout x € F s’écrivant de fagon unique sous la forme x = X n, x,,
I

i€
ot les n; sont « presque tous nuls » (proposition (8.14) et chap. I),
S définit bien une application de F dans G.

Quel que soit x;, e X, fojx(x) =f(x) = o(x), dou
Sfejx =o.

D’autre part, quels que soient x = ig}l mx et y= igl m, x;
dans F, on a, compte tenu de la commutativité des groupes F et G :
S5 +2) =f(Z e+ m) 5) = 3. (3 + m) o(x),

dod  f(x +)) = igl n o(%) + ‘EI m; 6 (%),
Sx+) =f(x) +f(»); donc feHom(F,G).

Unicité de f : Supposons qu'il existe f’ e Hom(F, G) tel que
Jx = o; on vérifie alors, facilement, que pour tout xeF,

fl
on a f'(x) =f(x), dout f'=/.

b) Réciproquement, supposons que le groupe abélien F ait
une partie génératrice X satisfaisant 2 la propriété énoncée dans
le théoréme (8.23).
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Posons X ={x},c; et soit Fy, un groupe libre dc base
Y ={»}ie1, donc card(Y) = card(X).
Considérons 'application ¢: X — Fy,
X .
L’hypothése implique qu’il existe un unique morphisme f de F
dans F,, tel que fojy =o.

Pour tout x = 3 ;% de F, on a alors
1<sige
Sx) = X niyg;
1<i<k

on en déduit facilement que f est un isomorphisme et que, par
suite, ¥ est libre sur X.

Remarque (8.24) : La propriété énoncée dans le théoréme (8.23)
est la « propriété universelle » du groupe abélien libre sur X,
qui est défini 3 un isomorphisme prés (remarque (8.13)).

En application de cette propriété on obtient le résultat impor-
tant suivant :

TuEorEME (8.25). Tout groupe abélien est image homomorphe
d’un groupe abélien libre ; en particulier, tout groupe abélien de type fini
est itmage homomorphe d’un groupe abélien libre de rang fini.

Preuve : Soit G un groupe abélien. Soit X une partie géné-
ratrice de G.

(0) étant un groupe abélien libre sur I’ensemble vide, on peut
supposer G # (0).

Soit Fix, un groupe abélien libre sur X.

Notons jy linjection canonique X — Fy, et a Dinjection
canonique X — G.

D’aprés le théoréme (8.23), il existe un unique f € Hom(F,, G)
tel que fojx = o
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Si X = {x‘}‘-ej, tout X € G‘ S,écrit

x= X n; X, keN' e mneZ, Vj(l<j<k).

1<isk
D’autre part, pour tout j (1 <j<k), on a
xt:,' = a(x'lj) =f°jx(xi,-),

donc  x = % nf OjX(xij);

1<isk
feHom(Fy,, G) implique alors, »=f( X n;jx(x)); par
suite, f est surjectif, d’ou 1<k

~ Fx)

~ Kerf’

Si G est un groupe abélien de type fini et si {x,, %,, ..., %, },
ne N°, est une partie génératrice de G, d’aprés ce qui précéde
G est image homomorphe d’un groupe abélien libre de base
{x,, %5, ..., x,}, donc de rang fini =

D / Sous-groupes d’un groupe abélien libre

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le théo-
réme (8.29); la démonstration, que nous en donnons, s’appuie
sur la notion d’ensemble bien ordonné, que nous rappelons
préalablement.

Définition (8.26) : Un ensemble non vide X est dit bien ordonné
si c’est un ensemble ordonné tel que toute partie non vide de X
a un plus petit élément.

Remarques (8.27) :

Ie Si X est un ensemble bien ordonné, alors X est totalement
ordonné, car pour toute partie {x, } de X, on a nécessairement
x<y ou » <x On en déduit que toute partie finie, non vide,
d’un ensemble bien ordonné a un plus grand élément.

20 Nous admettrons que « Tout ensemble non vide peut étre
bien ordonné » [26].
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TutorEME (8.28). Tout sous-groupe d’un groupe abélien libre est
un groupe abélien libre.

Preuve : Soit F un groupe abélien libre; on suppose F # (0).

Soient X ={x};e; une base de F et H un sous-groupe
de F. Si H = (0), alors H est un groupe abélien libre sur I’en-
semble vide; on supposera donc dans la suite H # (0) et H # F.

X étant considéré comme un ensemble bien ordonné, soit
F(X) Vensemble des parties finies de X.

Soit h e H\{0}; & s’écrit de fagon unique :

h= 2% 9)

1<i<

ou keN" et nm;eZ’, Vj(l1<j<k).

Comme dans la démonstration du théoréme (8.19) (rela-
tion (6)), on considére

JB) ={x, %5 .- s x4 }5 f(B) e F(X).

D’aprés la remarque (8.27) 19, il existe un plus grand élément
dans f(k), que I’on désignera par g(k).

On définit ainsi une application : g: H\{0} - X

k> g(h).

Pour tout x; € g(H\{0}), choisissons dans g='(x,), un élément,
que 'on notera A;, ayant pour coefficient de x;, dans son expres-
sion sous la forme (9), Uentier positif, le plus petit possible.

On remarque que si g(h) = x; et que le coefficient de /4 rela-
tivement 2 x; est négatif, alors g(—#h) = x; et le coefficient
de — A, relativement & x; est positif.

Soit S ’ensemble des éléments A; de H respectivement associés
aux éléments x; € g(H\{0}).

Démontrons que S est une base de H.

a) Vérifions que les éléments de S sont linéairement indépen-
dants sur Z.

Soit { &, by, .. -, b }, ot 7 € N°, une famille finie d’éléments
de Ssi x; =g(hy), 1<j<m onsuppose x, >x, > ... >x%
dans X. Soient a,, a5, ..., a, dans Z*, alors ’élément

h=ah, +ah + ... +ah,
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est non nul dans H, car dans ’expression de % sous la forme (9),
le coefficient de x;, par exemple, est non nul.

On en déduit que k=0 implique 4, =0 pour tout %
(1 < k<n), donc la somme des sous-groupes {f;> de H est
directe.

Posons K = @ (k>; on a (k) ~Z, puisque d’aprés ce

qui précede chaqui h, €S est libre sur Z.

b) Supposons H # K.

Soit T={xeX;3heH\K, g(h) =x} T est une partie
non vide de X, donc il existe, dans T, un plus petit élément,
que Pon notera x.

D’aprés la définition de x;, il existe au moins un % e H\K,
tel que g(h) = x,; h s’écrit de fagon unique sous la forme :

h= 3 njx, oumeZ, xeX, Vj0<j<hk).
o<siske
D’autre part, il existe h, €S tel que g(hy) = x,; h, sécrit
de fagon unique sous la forme :
hO = z my Xg,
oIy
o meZ, VI(0<I<r) et x;=ux,.

D’aprés la définition de &y, on a 0 < m, < ny; on peut donc
écrire dans Z : ny =myq +r, avec 0 < r < my,; si 7# 0, alors
(h—qh)eH et h—ghy=1x,+4+ ..., avec 0 <7 < my, d’out
une contradiction. On en conclut que H = K, donc H est un
groupe abélien libre.

Remarque (8.29) : Si F est un groupe abélien libre, alors :
H< F = rang(H) < rang(F).

— 8i F est de rang infini, d’aprés la démonstration du théo-

réme (8.19) (relation (7)), on a rang(F) = card(F); alors :

— ou bien H est de rang fini, donc rang(H) < rang(F);
— ou bien H est de rang infini; dans ce cas, rang(H) = card(H)
et H<c F implique
rang(H) < rang(F).

J- CALAIS 10
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— St F est de rang fimi : le résultat sera démontré plus loin
(théoréme (8.54)).
Remarquons qu’il est possible d’avoir

H#F et rang(H) = rang(F).
Eneflet, si F=Z et H=nZ, n> 2, on a
nZ# Z et rang(nZ) =1 = rang(Z).

Le théoréme (8.28) permet de donner une nouvelle caracté-
risation des groupes abéliens libres :

TuEorEME (8.30). Un groupe abélien F est libre, si et seulement
s'tl vérifie la propriété (P) suivante :

() : Quels que soient les groupes abéliens A et B, le morphisme
S eHom(F, B) et I’épimorphisme g e Hom(A, B), il existe

h e Hom(F, A) tel que goh = f.

Preuve :

1o Supposons le groupe F abélien libre et considérons le
diagramme :

F
s

7
//
34 .
gl s (10)
//
B

< g

A — (g surjectif)

dans lequel f et g sont des morphismes donnés.

Soit X = {x;};e; une base de F.

Quel que soit fel, f(x)eB; g étant surjectif, il existe
a; €A tel que f(x) = g(g). En choisissant pour chaque x; un
a; e f~'(x;), on définit une application ¢: X —> A et on considére
le diagramme :
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. . (11)

D’aprés la propriété universelle du groupe abélien F libre
sur X (théoréme (8.23)), il existe un unique A € Hom(F, A) tel
que hojy = o; alors, quel que soit 7 el

hojy(x) = k(%) = o(x) = 4,
dot  goh(x) =f(x), Viel

J, & h étant des morphismes de groupes, on en déduit que :
go h =f

On notera que pour une application ¢ déterminée, le mor-
phisme % est unique dans le diagramme (11); cependant le mor-
phisme h n’est pas unique dans le diagramme (10), car la détermination
de o n’est pas unique, en général.

2° On suppose que F est un groupe abélien vérifiant la pro-
priété (#). Soit X une partie génératrice de F. Si F, est un groupe
abélien libre sur X, d’aprés le théoréme (8.25), F est isomorphe a
un quotient de Fy,; on a donc un diagramme de la forme :

F
7
7
7
7
| [ //
- J
7
e
'
pd
Fx

: S
Fix K (épimorphisme canonique)

o

ol f est un isomorphisme. Compte tenu de la propriété (), il
existe ¢ € Hom(F, Fx) tel que mog =f
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Montrons que ¢ est injectif; en effet, ¢(x) = 0, implique
mog(x) = 0 = f(x);

S étant un isomorphisme, on a x» = 0.

On en déduit que F est isomorphe 2 Im ¢, donc & un sous-
groupe du groupe abélien libre Fg,, par suite, F est abélien libre,
d’aprés le théoréme (8.28).

Remarque (8.31) : Si on considére un groupe abélien comme
un Z-module, le théoréme (8.30) exprime qu’un groupe abélien
est libre, si et seulement si c’est un Z-module projectif, car la pro-
priété (&) caractérise les modules projectifs ([54], tome 2).

En application du théoréme (8.30), nous démontrons le résultat
suivant :

Prorosition (8.32). Soit G un groupe abélien. St H est un sous-

G
groupe de G tel que " soit libre, alors H est un facteur direct de G.

. " . G
Preuve : Soit = la surjection canonique G — o On peut alors

appliquer le théoréme (8.30) au diagramme suivant :

, G
7 H
/
10 7
?, ide
Ve n
Ve
V' g
T G
¢ H

G
il existe donc ¢ € Hom (ﬁ’ G) tel que mog =idg.

H
Pour tout x € G, posons w(x) = ¥; on a
% = mog(F),

d’ott  (x—¢(x)) eH, quel que soit xeG.
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Considérons alors I’application p: G - H
x b x— o(x).
On vérifie que p € Hom(G, H), de plus si ¢ est Pinjection
canonique de H dans G, on a, pour tout % eH,

pog(h) =h, car h = 0;

donc pog = idg. D’aprés la proposition (8.9), H est un facteur
direct de G.

Remarque (8.33) : Les hypothéses étant celles de la proposi-

G
tion (8.32), le groupe I ot 1somorphe a un facteur direct de G.

En effet, le résultat de la proposition implique qu’il existe
K< G tel que G=H®K; on a alors K facteur direct de G

G
et -ﬁzK.

3 — Groupes abéliens de torsion

A | Groupes de torsion, sans torsion, mixtes

Défimitions (8.34) : Soit un groupe quelconque G (pas néces-
sairement abélien); on dit que :

G est de torsion si tout élément de G est d’ordre fini;

G est sans torsion si tout élément, autre que I’élément neutre, est
d’ordre infiri;

G est mixte s’il a, 4 la fois, des éléments d’ordre infini et des
éléments d’ordre fini, autres que I’élément neutre.

Parmi les groupes abéliens, on vérifie, par exemple, que :

Q est un groupe sans torsion; 7 est un groupe de torsion;
C* (groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls) est un
groupe mixte.
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Remarques (8.35) :

I° Tout groupe fini est de torsion.

20 Tout groupe abélien libre est sans torsion.

3° Dans certains ouvrages un groupe de torsion est appelé
groupe périodique.

40 Signalons ici le probléme posé par Burnside en 1902.

Sachant qu’un groupe fini est de type fini et de torsion, un
groupe de type fini et de torsion est-il nécessairement fini? La
question a une réponse positive si le groupe est résoluble (exer-
cice 15, chap. VIII); mais la réponse est négative, en général,
comme ’'ont finalement prouvé, en 1964, les mathématiciens russes
E. S. Golod et I. R. Shafarevich, qui montrérent que pour tout
nombre premier p, il existe un groupe infini, dont tout élément
a pour ordre une puissance de p et qui est engendré par trois
éléments (voir [40], p. 193).

TuforiME (8.36). Dans tout groupe abélien G, Pensemble T(G)
G
T ( G) est sans torsion ;

T(G) est appelé : sous-groupe de torsion de G.

des éléments d’ordre fini est un sous-groupe de G et =,

Preuve : Si G est sans torsion T(G) = (0); si G est de torsion,
T(G) = G. Supposons G mixte.

Soient x et y dans T(G) tels que o(x) = m, o(y) = n, alors
mn(x —y) = 0, donc (x —3y) e T(G).

G —
Soit xeT(G) x#0.
Pour tout entier n > 0,
=0 < nxeT(G)
nx € T(G) >3meN", mnx =0,

donc nx e T(G) = x € T(G),

G
d’oti une contradiction avec ’hypothése ¥ # 0; par suite, =~ TG est
sans torsion. )
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ProrosiTion (8.37). Soit G et G’ deux groupes abéliens, alors :
, , G G’
G~G =>T(G)_T(G) et m—)——ﬁG_')

Preuve : Soit ¢ un isomorphisme de G sur G'.

Soit x € T(G); il existe n e N* tel que nx = 0, d’ol1 np(x) = 0,
on en déduit que ¢(T(G)) = T(G).

D’autre part, quel que soit y € T(G'), il existe xe€G tel
que y = ¢(x); si 0= my = me(x) pour un certain m >0
dans N, alors ¢(mx) = 0 implique mx =0, donc xeT(G).
On en conclut que T(G') = ¢(T(G)), par suite, @ est un
isomorphisme de T(G) sur T(G’).

G ’
On en déduit que —=; est isomorphe 4 ——, en considérant
le diagramme : T(G) T(G)

G — G
™ b4
G 3o G
V(0 R G

auquel on applique le lemme (4.32).

ProrposiTioN (8.38). Soit G un groupe abélien et H < G alors :
a) T(H) = HnT(G)

T(G) HT(G) _ HT(G) G
Drmc w5 ¢t sT(—)

)
Démonstration laissée au lecteur (exercice 1, chap. VIII).

B / Composantes p-primaires d'un groupe abélien de torsion

Définition (8.39) : p étant un nombre premier, on dit qu’un
groupe quelconque G (pas nécessairement abélien) est un p-groupe
si tout élément de G a un ordre qui est une puissance de .

Un p-groupe abélien est aussi appelé : groupe abélien p-primaire.
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Remarque (8.40) : Un groupe fini G est un p-groupe si et
seulement si I’ordre de G est une puissance de p; c’est-2-dire que G
est un p-groupe fini, au sens de la définition (6.6).

En effet, si quel que soit xe€ G, o(x) =pF, k> 0 dans N,
alors, d’aprés le premier théoréme de Sylow, p est le seul diviseur
premier de ’ordre de G.

Etant donné un groupe abélien G et un nombre premier p,
on vérifie facilement que Pensemble G, des éléments de G, dont Uordre
est une puissance de p, est un sous-groupe de G.

Définition (8.41) : G étant un groupe abélien, pour tout nombre
premier p, le sous-groupe G, de G, défini ci-dessus, est appelé :
composante p-primaire de G.

TuEOREME (8.42). Soit G un groupe abélien de torsion.
P désignant Pensemble des nombres premiers, on a :

G=@G

) ot G, est la composante p-primaire de G.
P€E

P

Preuve : Soit ¥ € G; G étant de torsion, il existe n e N* tel
que o(x) = n.

Supposons x 3 0, donc 2> 1; alors n =prpe ... pk
ou les p; sont des nombres premiers deux & deux distincts et les o;
sont dans N°.

. . n

Pour tout ¢ (1 < ¢ < %), posons n; ==

i

Les n; (1 <7< k) sont alors premiers entre eux dans leur
ensemble et p, ne divise pas #,.

D’apres le théoréme de Bezout, il existe des entiers g; € Z,
1 < i<k tels que

ayn +ayn, 4 ... +an =1
On peut donc écrire x = lx, c’est-a-dire

x = ay(ng x) + ay(ng x) + ... + a(m x).
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Quel que soit ¢ (1 < i< k), o(mx) =pf donc mxeG,.
Onendéduitque xe ¥ G, donc xe ¥ G,, par suite :

1<E<k PEP

G= X G,
PEP

Etant donné p, e &, soit xe G, N X G,.
pEP
P# D

x € G, implique o(¥) = p§, « e N.

x € X G, implique qu’il existe une partie finie {p;, po, .. ., 1.}
PEP
?# 70

de #\{p,} telle que xe X G,, donc

1<i<Ek

x=xF %+ ... +x%, xeG,, Vi(l<i<k).

Les ordres des x; étant deux a deux premiers entre eux, ’ordre

de x = 3 «; estégal au produit des ordres des x; (exercice 14,
1Sis<k

chap. III); d’ot
o(x) =pups...pik, o eN, Vi(l <i<k).

bok{p1> P2s - --» 1.}, on en déduit que, nécessairement, x = 0,
d’oul :

G= @@ G,.

PEP

Remarque (8.43) : Si G est un groupe abélien fini tel que
o(G) = p1p32 ... pg*, ou les p, sont des nombres premiers deux
2 deux distincts et les «; > 0 dans N, alors, pour tout? (1 <7 < &),
G, est le p-sous-groupe de Sylow de G.

Le résultat du théoréme (8.42), se traduit, dans ce cas, par
Pégalité : G= € G,, que l'on avait démontrée au cha-

1ISi<E

pitre VI (corollaire (6.19), remarque (6.20)).
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4 — Groupes abéliens de type fini

A | Sous-groupes d‘un groupe abélien libre de type fini

a) Changement de bases dans un groupe abélien libre de type fini.

On suppose connues les régles élémentaires du calcul matriciel et du
calcul des déterminants, ainsi que leur application & la résolution des sys-
témes d’équations linéaires (voir [31] ou [50]).

Soit F un groupe abélien libre de type fini tel que
rang (F) =n > 1 (voir théor¢me (8.18)).
Soient X ={x%}ici<n € Y ={y;};<s<n deux bases de F.
Quels que soientz (1 <7< n) etj (1 <j < n), on peut écrire
de fagon unique :
X = 1<211< JPuds et Jp= N L

ou les p,, et ¢, sont dans Z.
On en déduit :

w=, 3 (3 paan), Villsisn) (1
Vi = lsksn(lslanjkp”'y')’ Vi(lsj<n (13)

X et Y étant deux bases de F, les relations (12) et (13) impliquent,
quels que soient ¢, 7, k, { dans {1,2,...,n} :

2 byt = %, 2 qatbu =3 (14)

1€J<En ISk
ou 3, 8, sont les symboles de Kronecker (3), c’est-a-dire que :
3, =98, =0, sii#£k j£1 e 3, =3,=1

Soient P et Q les matrices carrées d’ordre n sur Z, définies

par P =(p,), Q= (gn)
I,, désignant la matrice unité d’ordre » sur Z, les relations (14)

impliquent :

PQ=QP=1, (15)

(®) Leopold Kronecker (1823-1891).
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On en déduit que det(P) det(Q ) = 1; mais P et Q) étant 2
coefficients entiers, on a nécessairement

det(P) = det(Q) = + 1 (16)

Défimition (8.44) : Compte tenu des notations ci-dessus, P
(resp® Q) est la matrice de passage de la base Y 2 la base X (resp* de
la base X A la base Y).

ProrosiTioN (8.45). Dans Panneau M, (Z) des matrices carrées
d’ordre n sur Z, Uensemble U ,(Z) des matrices de déterminant égal & + 1
est un groupe multiplicatif.

Vérification laissée au lecteur.

Remarque (8.46) : Les résultats précédents montrent que toute
matrice de passage d’une base 3 une autre base d’un groupe abélien
libre F de rang fini n> 1 est unc matrice appartenant au
groupe U, (Z).

Réciproquement, si X = {x}, <<, est une base de F, et
si Q = (g,) appartienta U (Z), alors, Y = {5;}; <;<n O, quel

que soit j (1 <5< n), y; =1<§<"qﬂ‘ %, est une base de F.

En effet, Q est inversible et si
P=Q" = (p,), Pel,2)

ct X = by, Vi(l<isgn).

z
1<isn
Y est donc une famille génératrice de F, de plus :
(1<,§<nn’y’ =0, n,eZ)
hag l<§$nnl (1<kS”Q:ik‘xk) =0, nel
= zZ
(l<§<nn,y, 0, n,eZ)
< B (X n4u)%n=0 neZ
1<k<n 1<ji<n
X = {x}h <i<n ¢tantunebasedeF,larelation précédente équivauta

Vik(l <k<n), 2 mgp=0.

1</
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Ainsi les entiers n; (1 <j < n) sont solutions d’un systéme
linéaire homogeéne de n équations et n inconnues, 2 coefficients
dans Z (donc dans Q), dont le déterminant est non nul; on en
déduit que n; = 0, quel que soit j (1 < j < n); par suite, Y est
une base de F.

Exemples (8.47) : Soit X = {x;};, <;<, une base d’'un groupe
abélien libre de type fini F.

— Changement de base du type (a) :

Soit ¢ une permutation des entiers {1, 2, ..., n}, on vérifie
facilement que Y = {5}, <;<, tel que, pourtouti (1 <i< n),
Jy = X,4, est encore une base de F. Dans ce cas, la matrice Q
de passage de la base X 2 la base Y est telle que, dans chaque ligne
et dans chaque colonne, tous les éléments sont nuls sauf un seul
qui est égal a 1.

— Changement de base du type (B) :

Si i#£j et aeZ, posons

Yo = % + ax;
Jp =%, pourtoutkz#i l<k<gn

Ces relations définissent la matrice

Z J
1 0 0 - 0 0
z 0 I 0. a 0

N
AN
Q= ~
N
N
N
\\
1
N
AN
N

\\-
0 O cevveorenonns 1

det(Q) =1, donc {»,,%, ---,9,} est une base de F.

— Changement de base du type (y) :

Si, pour tout ¢ (1 < i< n), on pose y;, =¢x, ol = + 1,
alors {3, }; < < €5t encore une base de F; la matrice Q s’écrit dans
ce cas :
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& 0O eenessne 0
0 &
AN
Q= : \\
. hY
. N\
. \
\\
0 e,

detQ =¢,6,...¢, = -t L.

Prorosrrion (8.48). Quel que soit Pe U,(Z), les entiers for-
mant une ligne (ou une colonne) de P sont premiers entre eux.

Preuve : Soit Pe U, (Z), alors det(P) = + 1. Si on développe
le déterminant de P suivant la i-¢me ligne, on a :

bu Pu +[’42P¢2+ cor F Din Pin =+1 (17)

Les cofacteurs P;; (1 < j < n) étant des entiers, la relation (17)
exprime que f;,, Pizs - - -5 P4y, SONt premiers entre eux (théoréme de
Bezout).

En développant le déterminant de P suivant la j-&éme colonne,
on obtient, pour tout j (1 <j < n),

D1ss Dogs - - -» Pny  Premiers entre eux.

CoroLLAIRE (8.49). 8i X ={x};<ign o5t une based’ un groupe
abélien libre de type fini F et si Y = {y,}, < < ¢St une autre base de F,
alors, pour tout j (1 <j<n), ona:

Y= X quk

1€k<n

O Gp> Guas - > Ggn SONE des entiers premiers entre eux.

Notation (8.50) : On notera (a,,a,, ...,a,) un pGcD de n
entiers g; dans Z; on exprimera donc que a,,a4,, ...,q, sont
premiers entre eux, en écrivant : (a,, 6y, ...,a,) =1. -
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b) Rang d’un sous-groupe d’un groupe abélien libre de type fini.

Remarque (8.51) : F étant un groupe abélien libre de rang fini
n > 1, une famille génératrice de F ne contient pas nécessairement
une base F; de plus, si y €eF et y# 0, il n'existe pas nécessaire-
ment une base de F contenant .

Considérons par exemple F = Z; les seules bases de Z sont{1}
et {— 1}, donc {2, 3} est une partie génératrice de Z ne contenant
aucune base de Z; de plus, quel que soit z non nul, tel que % # + 1,
il n’existe aucune base de Z contenant %.

Lemme (8.52) (R. Rado [59]). Seit X ={x},<i<n une base
d’un groupe abélien de type fini F. Soit y € ¥ tel que :

¥ =1<§< a,%, avec (a,,08,, ...,a,) =1;
HZixn

tl existe alors une base de F contenant y.

Preuve : Posons s = |a,| + |a,| + ... + |a,| et supposons
nx 2

— Si s =1, il existe nécessairement j (1 <j<n) tel que
a;=+1 et a, =0, quel quesoit k#£j 1<k<n

En posant y = 4 x; et y, = x;, pour tout %3 j, on définit
un changement de base du type (y) (exemples (8.47)), ainsi
{1y -~ 3 V5—15D Ps31s - - -» i} est une base de F contenant j.

— Supposons s > 1 et raisonnons par récurrence sur s.

s > 1 implique qu’il existe au moins deux entiers g, non nuls,
puisque (a,, @, ..., a,) = 1. Sans restreindre la généralité, on
peut supposer a; > a, > 0.

Posons alors x, =x,, x, =%, + x,, x;=x; pour tout j
(3 € j < n); on définit ainsi un changement de base du type (B)
(exemples (8.47)), donc {x}, <;<, €St une base de F et :

y=(a,—a)x +ax;+ax+ ... +a,x,
avec ((a, —a,), a,, a4, ..., a,) =1
mais |a, —a,| + |a| + ... +|a,] <s.

L’hypothése de récurrence sur s permet de conclure qu’il existe
une base de F contenant .
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Remarques (8.53) :

1o Les hypothéses étant celles du lemme de Rado, en effec-
tuant éventuellement un changement de base du type («) (exem-
ples (8.47)), on peut affirmer qu’il existe une base de F, ayant
comme premier élément .

20 X = {x,},<i<q €tant une base d’un groupe abélien libre F,
alors, le lemme (8.52) et le corollaire (8.49) impliquent que

= X ax appartient & une base de F, si et seulement si
I1Si<n

(ay5 a9y ... a,) = 1.

32 On sait (théoréme (8.28)) que tout sous-groupe H d’un
groupe abélhien libre F est un groupe abélien libre. Le lemme de
Rado permet alors de construire une base de H a partir d’une base
de F et on prouve ainsi que rang (H) < rang (F) c’est objet
du théoréme suivant :

TuEOREME (8.54). Soient F un groupe abélien libre de rang fini
nz1 et H un sous-groupe de F; alors H est un groupe abélien libre
de rang m < n. De plus, il est possible de choisir une base {u;}; <<
de F de telle fagon que H ait une base de la forme :

{hl Uy h2 Upy « ooy hm um}’
ot les b, (1 < i< n) sont des entiers strictement positifs tels que :
bilby,, Vi(l<sism—1)

(k| Bsy, signifie « kb divise A, »).

Preuwve : On suppose H £ (0).
a) Soit X ={x}, <¢<n, une base de F.

A tout x non nul de F tel que x = 3 g;x, on associe
1<i<n

le pcep positif des entiers a; (1 <7< n); on pose
3(x) = (a4, a5, ..., a,), 8(x)>0.

— Montrons que 3(x) est indépendant du choix de la base X.

En effet, soit X' ={x}, <<, une autre base de F; pour
tout 7 (1<i<n), ona 5= X p,x;, ou P=(p;) est
telle que det(P) = + 1. 1€i<n
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Onen déduit que x= X a4 x; ol a,= X aqp,, par
33 £ (¥ L1
1<jig<n 1<éi<n

suite 3(x) | a;, quel que soit § (I <j < n), dou
(a1, a5 ..., a.) = (ay, Gy, ..., a,).
En échangeant le réle des bases X et X', on obtient
(ays Ggy - .., a,) = (ay, ag, ..., a,).

b) Soit E = {3(x); x e H\{0}}; E est une partie non vide
de N, donc E contient un plus petit élément, que nous notons k,;
ona h > 1 etil existe y, € H\{0} tel que 8(y,) = k,. Dans F,
Jy s’écrit de fagon unique :

Nnh= X bx, oubeZ Vi(l<i<n).

1<i<n

3(y) =h =.>y1—lz( Z € %), avec (6,,Cpy «..5¢,) = L.

Posons u, = X \c‘ %; d’aprés le lemme (8.52) et la re-
i<

marque (8 53) 10, I existe Uy, g, ..., 4, dans F tels que
{uy, uy, g, ..., u,} soit une base de F.

Ut111sons cette nouvelle base de F et montrons que, quel que
soit » e H\{0}, tel que y=d,u, +dyuy;+ ... +d,u,, ona
1 1°

En effet, supposons *k,+d,; h, étant le plus petit élément
de E, il existe ¢ et 7 dans Z tels que :

d=¢qh +r, avec 0<r<h;

alors, y—qy, =y, + dyu; + ... + d, u, est un élément de H
tel que 3(y—gqy,) <7 <h, dol une contradiction avec la
minimalité de %, dans E.

Par suite, d, = ¢gh, et

Iy—gh=du+ ... +d,u, (18)

¢) Compte tenu de ce qui précéde, démontrons le théo-
réme (8.54) par récurrence sur n.

— Si n=1. On a F~Z. Tout sous-groupe non nul de Z
est de la forme kZ, k > 1 dans N; par suite, si F = (), tout
sous-groupe non nul H de F est de la forme H = (ku,), k21



Groupes abéliens 305

dans N (avec les notations dc la démonstration &) on trouve, en

effet, dans le cas n =1, = (hyugd).
— Supposons 7 > 1; posons F, —2<EB {y;> et HH=HnNF,;

la relation (18) montre que y — ¢y, € H,, puisque y et », sont
dans H.

Iercas : Hy = (0); alors y = ¢y, = ghy u;, donc H = (hyuy)
d’ot rang H =1 < n.

2¢ cas : H, # (0); on applique 'hypothése de récurrence
a F, et H,, puisque rangF, = n—1; ainsi, il existe une base
{uy, 45, ..., u,} de F, telle que H, ait une bhase de la forme :
{houy, ..., b u,}, avec 2<m<mn les h étant des entiers
positifs non nuls tels que k| k,,, quel quesoiti (2<i<m—1).
Démontrons que {u,, 4,, ..., u,} est une base de F.

On sait, d’aprés la partie b) de la démonstration, que
{uy, g, ..., u.} est une base de F.

D’autre part, {u,, ..., u,} et {u,, ..., u,} étant deux bases
de F,, pour tout ¢ (2<i¢<=n), ona:

= X pyu;, oules p,; sont dans Z.

PES E ]

Supposons que :

2 buy=0 avech,b,,...,b, nontous nuls dans Z.

1<in

Les 4; (2 << mn) étant linéairement indépendants sur Z,
on a nécessairement b, # 0, on en déduit :

b+ B pat) F oo b B pagg) = 0.

Or {u,,u, ...,u,} étant une base de F, I’égalité précédente
implique &, = 0, d’ou une contradiction; ainsi {u,, #y, ..., %,}
est une base de F.

Vérifions alors que H = &b {hyud.

1€SI<m
D’aprés la définition de «,, », = k; u; appartient 2 H; d’autre
part,
H=HnF, = @ (huy).

2ism
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{#;}1 <1< €tant une basc de F, la famille {#}, <; <, cst libre
sur Z et il en est de méme de la famille {4, 4}, < ;< - De plus,
d’apres (18), tout y e H\{0} s’écrit :

y=gqhu; +w, ol weH,,

par suite H= €D <(hu), donc rang (H) =m < n.

1<i<

Il reste & prouver que &, | h,. Considérons, dans H, I'élément

Jo=hyu + hyu,. On a 8(y) > h,, car h; est le plus petit
élément de E; mais,

(hyy ho) = by = (By, hg) = by,
donc A | k,.

B / Décomposition canonique d’un groupe abélien de type fini
a) Théoréme de structure :

ProrosiTioN (8.55). G étant un groupe abélien de type fini, alors :
10 G est de torsion si, et seulement si, G est fini;
20 G est sans torsion si, et seulement si, G est libre.

Preuve :

1o Un groupe abélien fini est de type fini et de torsion; démon-
trons la réciproque.

Soit {x,, %, ..., x,} une famille génératrice de G (r> 1
dans N). Tout élément x € G s’écrit sous la forme :

x= X mx, med, Vi(lgi<gr).
1I€I<r

G étant par hypothése sans torsion, chaque élément x; est
d’ordre fini; posons

o, =o0(x), l<i<g
On en déduit que tout x € G peut s’écrire sous la forme :

x= X mx, 0<m<e—ldansZ, Vi(l<igr).
1<i<r

Par suite, G n’a qu’un nombre fini d’éléments.
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20 Un groupe abélien libre est sans torsion (remarque (8.35));
démontrons qu’un groupe abélien de type fini et sans torsion
est libre.

Soit G un groupe abélien sans torsion, engendré par une
famille finie d’éléments x;, %5, ..., %,, 7> 1 dans N. On peut
donc écrire :

G= ¥ (x>, avec<{x)>~Z Vi(lgi<gr).

1€i<<r

Si r=1, ona G ~1Z, donc G est libre de rang 1.

Pour r > 1, raisonnons par récurrence sur r. L’hypothése de
récurrence est donc que tout groupe abélien de type fini, sans
torsion, engendré par & éléments, 1 < k2 < r— 1, estlibre. Dans G,
supposons :

0= n; X;,
1€iLr

ou les n; (1 <i<r) sont non tous nuls dans Z et
(g, mgy . ..ym) = 1.

Cette derni¢re condition est toujours possible, puisque, si
d= (n,, ny, ..., n), chaque n s’écrit

’ ’ 4 ’
n,=dn;, avec (m,n, ...,n)=1

et 0=d X n/x implique 0= X n x, car G est sans
I1ISISYr 1€ISy
torsion.

Ier cas : Il existe j (1 <j<7) tel que n; = +1; on peut
supposer n, = + 1, alors
0= 2 mu=>x==+( X mnx);

1Ki<y 2<i<n

par suite, G est engendré par {x,, xg, ..., x,}, donc G est libre,
d’aprés I’hypothése de récurrence.

2 cas : n;# + 1, quel que soit j (1 <j5<7).

(nyy Mg, ..., 1) =1 implique qu’il existe au moins deux
entiers n; et n; non nuls et tels que |r| # [n;]. On peut supposer
[ny] > |me| > 0.
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En utilisant Palgorithme de la division euclidienne dans Z,
on peut trouver A €Z tel que

0 < |ny— | < |yl
Posons alors x, = x, + Ax,.

On vérifie facilement que {x,, x;, %, ..., x,} €st encore une
famille génératricc de G et que :

0= (n,—Mmp) x, + %, + ... +n,x,
avec  ((mp— M), g, ..., m) =1, et |n—dny| <|m];
alors,

— ou bien |n;, — M| =1 : on est ramené au ler cas et G est
libre ;

— ou bien |n, —M,| > 1; dans ce cas on réitére le processus
précédent jusqu’a ce que I'un des coefficients soit égal a + 1.

THEOREME (8.56). Tout groupe abélien de type fini est somme
directe, de fagon unique, & un isomorphisme prés, d’un groupe abélien libre
de type fini et d’un groupe fini.

Preuve : G étant un groupe abélien de typc fini, soit T(G)
son sous-groupe de torsion; alors, d’'une part, - T ( ) est sans torsion
(théoréme (8.36)); d’autre part, T(G) est image homomorphe
d’un groupe abélien de type fini, donc est de type fini; par suite,
d’aprés la proposition (8.55) :

G o .
TG) est un groupe abélien libre de type fini.

On en déduit que T(G) est facteur direct dans G (propo-
sition (8.32)), donc il existe F < G tel que :

G=T(G)®F (19)

F est isomorphe 2 ~—=< ®) ( Gy donc F est libre de type fini et T(G) est
isomorphe a — > Par suite T(G) est de type fini et de torsion, donc
T(G) est fimz (proposition (8.55)).
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Supposons G =H®K ot H est un groupe abélien fini et
K un groupe abélien libre de type fini. D’aprés la proposition (8.6),
on peut supposer que G est somme directe interne de H et K.

On a nécessairement H < T(G); soit x € T(G), x s’écrit de
fagon unique x =k + % heH, kekK.

Supposons o(x) = n > 1, alors, nh + nk =0, d’ott nhk = — nk.
HNnK = (0) implique 7k = -—nk = 0.

Dans le groupe abélien libre K, nk =0, n# 0 implique
k=0, doi x=45h On en déduit que H=T(G), dou

G .
K ~ WG—)’ donc K ~ F.
TrforEiME (8.57). Théoréme de structure.
G étant un groupe abélien de type fini, on a

G =(x)B(x>D... 02, 0 >D (30D ... ® )
(20)

ou reN etsi r#0, (x> ~Z, quel quesoiti (1 <i<r), seN
et st s#0, pour tout j (1 <j<s), <y;> est cyclique d’ordre dy,
tel que d; ., |d;, 1<j<s—1.

Preuwve : G étant abélien de type fini, il existe un groupe abélien

F

libre de rang fini F et un sous-groupe H de F tel que G =~ H
(théoréme (8.25)). Compte tenu de la proposition (8.6), il suffit

de démontrer la relation (20) pour le groupe %

Posons rang (F) =n >0 et rang (H) =m, 0 < m<n

Si m=0, 0= F; la relation (20) est vérifiée avec r = n,
s =0.
F
Si m=nmn, = (0); la relation (20) est vérifiée avec 7 = 0,
S = l, dl = l.

Lorsque n = 1, on est ramené aux cas ci-dessus, on suppose
donc, dans ce qui suit : n>1 e 0 <m<n.

D’aprés le théoréme (8.54), il existe une base {4}, <;<, de F
telle que H ait une base de la forme : {A %}, <; <, OU les k; sont
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des entiers strictement positifs tels que % |k, ,, quel que soit ¢
(I<i<m—1).
Ecrivons H = <G‘9< (huy, avec by =0 pour m +1<i<n.
ISiI<n

Par ailleurs, pour 1 < 7 < m, certains /; peuvent étre égaux a 1;

supposons : h =1 pour 0<i<{ avec 0<I/<m; pour
l+1<ig<m onaalors: | <h<h,,<...<h,.
Foack$% () .
ITI:_—_(},—,,—;—KK"(’L 0> (exercice 3, chap. IV).
1<ig<a s 0 S
P {4 - . .
osons < u{>=<u,i>, pour 1 < i< =n; on a alors : pour
] —

I1<i< (g, =0; pour [ +1<i<m (i) cyclique d’or-
dre b, >1 et hlh,,; pour m+1<i<n (i) ~Z

Si Pon pose n—m=r, m—I[=s et : pour 1<i<gr,
(x> =Kilp s> ona{x)~2Z Vi(l<igr); pour 1 <5<
(st s#0), (> =ALUp_341) on a <> cyligue d’ordre
dy=hp_;11; €t hy_;|by_y,, implique

diyyldyy Vi(l<j<ss—1).

F
On obtient ainsi la relation (20) pour le groupe R

b) Théoréme d’unicité. Invariants et diviseurs élémentaires.
Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, [’unicit¢ de la
décomposition d’un groupe abélien de type fini sous la forme (20).

TuEorEME (8.58). Théoréme d’unicité.

St G est un groupe abélien de type fini, tel que :
GC=(x>®...0%>0<(>®...0(y,> (20)
et GC=<(0)®... 9> W >® ... Dw,) (21)
ot 7, 5, ¢, t sont dans N et

(w>=Z, (n>=Z, Vi(l<i<r), VE(I1<k<g);
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s, <3;> est cyclique dordre d, tel que d; ., |d;,
.

, Kw,)> est cyclique d’ordre ¢, tel que e, | ¢ ;

alors 1I° r = ¢;

20 s=¢t e d,=¢e;, quel que soit j (1 <j<s).

Preuve : Elle se fera en trois étapes :
1° Les hypothéses impliquent que :
Fi= © (%) e F,= {v>

1<i<r 1<k<a
sont des groupes libres de rang fini :
rang (F)) =7 et rang(F,) =g¢;
T, = @.()’,) et T,= D <(w

1</ 1si<aq

sont des groupes finis et
G = Fl® Tl = Fz@Tz.

Or, d’aprés le théoréme (8.56), G s’écrit de fagon unique, a
un isomorphisme prés : G = F® T(G), ou F est libre de rang
fini et T(G) est fini.

On en déduit :

—F, ~F et Fo ~F, donc F, ~F,, d’'ott r=g¢;

— T, ~T(G) et T, ~T(G), dou T, ~T,, ce résultat
implique d,dy ... d, =¢, ¢, ... ¢, mais il faut prouver que
s=t et d,=¢;, pour toutj (1 <j<ys).

On remarque que, si (20) et (21) sont des sommes directes
internes (ce que I’on peut toujours supposer), alors T, = T(G) = T,
(voir la démonstration du théoréme (8.56)).

Si T(G) est d’ordre pf1 p3e ... pgk ou les p; sont des nombres
premiers distincts et les «, > 0 dans N, on a

T(G) =, & P ot o(R) =i (remarque (8.44)).

Démontrons, alors, I'unicité de la relation (21) pour un g-groupe

abélien fini, p, étant un nombre premier donné.
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20 LEMME (8.59). Soit P un p-groupe abélien fini tel que U'on ait :

P=1§9<.<y,> =1$E,B<‘<w,> (22)
oil o) =p% 1<j<s; o(w)=p% 1<i<t
et 3282 ...23, 2g2...2¢,

alors s=1t e 8 =¢, Vjl<j<y).

Posons o(P) = p*, «> 1 dans N.

Si a =1, P est cychque d’ordre premier p; dans ce cas, on
a nécessairement s =t=1 et 8, =¢ = L.

Supposons « > 1 et raisonnons par récurrence sur o.

Posons H, ={x e P; o(x) = p}; H, est un sous-groupe de P,
déterminons son ordre.

Soit x € H,, d’aprés la premiére égalité (22), on peut écrire :

x= X ay, a€Z, 0<ga<ph, Vjl<j<s).

1<i<s
px=0=>pa;9,=0, Vij(l<j<s),
donc px =0 =>p%|pa,, Vj(l<j<s).

On en déduit que, pour tout j (1 <j<s), on a
a; = b, p%"Y, avec 0< b, < p dans N.
Pour chaque indice j, il y a p valeurs possibles de b,, donc

de a,, tels que px = 0; par suite, o(H,) = p’
En utilisant la seconde décomposition de P, on aurait

O(Hp) =[7',
dou s=t.
Il reste & prouver que §; =¢,, pour toutj (I <j<ys).
Posons K, ={xeP;3x €P,x = px'};
xeK, < x= 2 p,y, ¢eZ Vj(l<j<ys);

1€KI<s

on en déduit que K est un sous-groupe de Pet K = E <>
I<s

Si y,eH,, alors py; =0, donc o(y,) =p, \ce\ t-a-dire
3, =1
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Supposons
z2dh2>...28>1
et i 1=08s=...=3,=1,
alors K,=l§<q<py,>, o(p) =p%7% Vji(1<j<yq).

En utilisant la seconde décomposition de P, on obtient
de méme :

K=, 8, bu 07 <
o(pw) =p%Y, VI(l<I<{q).

Si §; =1, pour tout 3 (1 <j<s), alors K, =(0), ¢ =0,
donc ¢ =0 et 3, =¢, =1, quel que soit j (1 <j<3s).

Si ¢# 0, K, est un sous-groupe propre, non nul de P, donc
o(K,) = p* avec 0 < &’ < a. L’hypothése de récurrence appli-
quée au p-groupe K donne :

g=¢q et 3 =¢, pour toutj(l <j<ygq);
d’autre part, pour ¢ +1<j5<s ona §; =¢, =1, par suite

8; = &;, quel que soit j (1<j<s).

Défimition (8.60) : Pour un p-groupe abélien fini P, tel que

P=1s619<a<'y’>’ ol o(y;) =p% 1<j<s,
les Psx, 1)83, .. .,PS:, tels que 81 = 82 Z ... 2 833 sont appelés
les diviseurs élémentaires de P.

D’aprés ce qui précede, deux p-groupes abéliens finis sont
isomorphes, si et seulement s’ils ont les mémes diviseurs élé-
mentaires.

Diéfinition (8.61) : Pour p, nombre premier donné, on dira qu’un
p-groupe abélien fini est de type (6,,8,, ..., 8,) si ses diviseurs
élémentaires sont p%, pB, ..., pPs.
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30 Pour achever la démonstration du théoréme (8.58), il suffit de
prouver que st T est un groupe abélien fini tel que :

T = @ <)’3> = . @ (w,),

i SISt

~
A

ou,pour 1 < j<s, o(y) =d;, et d;,,|d,

etpour 1 <1<, ofw)=¢ et ¢, ¢,

alrs s=1t et d;=¢;, quel quesoit; (1<j<ys).
Ecrivons T comme somme directe de ses p,-sous-groupes de

Sylow; si o(T) = pfapse ... p5F :

T= & P, ouoP)=p5 o1

1<i<k
Quel que soit j (1 <j<5), o(y;) divise o(T), donc
dy=phinpliz ... pBk, avec 0< 8, <

a‘=1<§<.8ﬁ et 8,13y, cardy,|d;.

Pour tout j (1 <j<s), on a alors :

O = D {Iu>s ou o(yy) = plF,

1Kigk

dot T= 6 &b {Iud)s

1€I<s 1€i<k

donc T= @ ( {s>)

1€i<k 1<§<s

A

et o D Cyjd) = puit it 48 = g%

14

par suite,

et P, est un p-groupe abélien fini de type (8, 8y, .- -, 3,)-
En utilisant la décomposition de T sous la forme

T= D Cwp), o(w) =¢, 6.6,

1sI<e
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on trouve que

e, = P plie ... pLk avec o, = X &y, Eiuq; S &y
1 1 pz plc ) ) 1<1<t B> 1431, < CR
et T= & D <(w, avec P, = wy,
lSiSk(l<l$¢< ;) ‘ 1<1<t< I

ce qui implique que P, est un p-groupe abélien fini de type
(2145 €215 - - -5 &)
L’application du lemme (8.59) donne alors :

s=1 et 8’.‘=eh.,

pour tout j (1<j<s) et tout ¢ (1 <i<k); on en déduit
que d; =¢,, quel que soitj (1<j<s).

Définition (8.62) : Compte tenu de unicité de la décomposition
d’un groupe abélien de type fini G sous la forme (20) :

G=(£)0...0(x>0(3)®... 0,

oy, pour 1<i<r, (x>~Z et pour 1<5<s, o(y) =d
et d,,,|d; celle-ci sera dite décomposition canonique de G.

Définition (8.63) : Etant donné un groupe abélien fini :

G = GP<'<)’J>’ ot o(y,) =d; et d,|d,

15

les entiers d,,d,, ..., d, sont appelés les invariants du groupe G.

Si py,Per -« -» £y sont les diviseurs premiers distincts de o(G)
tels que o(G) = phpsz ... pi%, et pour tout j (1 <j<y)

d, = Pl'lpg’.’ s P:jk
avec 8,,,;<8; et o =38;+ 8 1+ ... +3,, quel que soit i

(1 i< k) alors, les p%, pour 1<i<k et 1<j<s, sont les
diviseurs élémentaires du groupe G.
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On peut résumer les caractéristiques du groupe abélien fini G
par le tableau suivant :

p 1 p 2 e p k
d | 8y B e.... 81
dy | S Bap ee... S, (23)
d |8, 8,...... 5,

— Pour tout 7 (1 €7 < &), les éléments de la i-¢éme colonne :
;28,2 ... 238,, définissent le type du p,-sous-groupe de
Sylow de G :

o(P‘) :p‘aﬁ+82|’+...+8_“'
et o(G) =phrp3e... p5,, ou =28, + 8+ ... + 8.

— Pour tout j (1 <j<s), les éléments de la j-¢me ligne :
345 ..., 8, sont les puissances des nombres premiers p;, dans
Pinvariant d; :

dy=pinphe...p5% et o(G) =dyd,...d,.
¢) Exemples et applications :

1° Trouver les invariants et la décomposition canonique du
groupe abélien fini dont les diviseurs élémentaires sont : 23, 2, 32, 3, 3.
Le tableau (23) s’écrit dans ce cas :

2 3

d | 3

d, |1 1
dy | O 1

dott d,=22%x3"=72; d,=2 X 3=6; 4, =3.

En notant G, un groupe cyclique d’ordre 2 (ke N*) on a
G~ C,2C®Cy; 0oG) =d,d,dy = 648.
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20 Trouver les diviseurs élémentaires, les invariants et la
décomposition canonique de

G~ Gy® Cyy.

On remarque, en effet, que cette décomposition n’est pas
canonique, car 18 ne divise pas 30.

830 =2 X 3 x5 = Cg=C®C,y® s
18 =2%x3 = Cp=C,®C,.

Les diviseurs élémentaires sont donc : 2, 2, 32, 3, 5; on en déduit
la décomposition de G en somme directe de ses composantes
p-primaires, c’est-a-dire de ses p-sous-groupes de Sylow :

G~ (C,®C,) ® (G, ® Cy) ® Cs.

Le tableau (23) s’écrit alors :

4 =2%x3x5=90, d=2x3=6; 0oG)=dd,=>540.

La décomposition canonique de G est : G = Gy @ Cg.

d) Technique de décomposition d’un groupe abélien de type fini. On
suppose connue la notion de rang d’une matrice.

10 Remarques préliminaires : Tout groupe abélien de type fini
étant, 3 un isomorphisme prés, le quotient d’un groupe abélien

libre de rang fini, considérons un tel quotient qH

Posons rang(F) =n>1 ct rangH) =m, 0<m< n

Soit X ={x} <s<n unc base de F et {z}, <;<,, unc base
de H. Pour touti (1<i<m), ona:
= X a;%, a;€Z (24)

£
1<i<n
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Soit A = (a;;) la matrice & m lignes et n colonnes sur Z dont
la i-éme ligne est formée par les composantes g;; de z dans la
base {x;}, < ;< de F.

Les z; (1 <7< m) étant linéairement indépendants sur Z,
on en déduit que : rang (A) = m.

D’autre part, d’aprés le théoréme (8.54), il existe une
base {#;}; <;<q de F telle que H ait une base de Ia forme

{hu}<ci<cm» avec b, >0 dansN.

Le passage de la base {x;}, ¢; <, 2 12 base {4;}, <; <, de F trans-
forme donc la matrice A en la matrice A’ e M,,, .(Z), telle que :

by 0 vennn.. 0O 0 sevenns 0
0O 4 O0- 0 ) eocosns 0
AY
\
N 0
. \
\
AY
AY
.
\ -
\
O 0 vooenns B 0 eeeeens 0

dont les n — m derniéres colonnes sont nulles.

On démontre en algébre linéaire (voir [51]) que, dans la
pratique, la matrice A’ peut étre obtenue a partir de la matrice A,
par des « transformations élémentaires » successives, qui correspondent
2 des changements de bases de types («), (8), (y) vus dans les
exemples (8.47).

Ces trois types de transformations élémentaires peuvent étre
symbolisés de la fagon suivante :

— Type T, ; : échange des vecteurs y; et x;, donc dans A : échange
des colonnes i ct j.

-— Type T, + 4T, : remplacement de x; par x; 4 ax;, a€Z,
donc dans A : remplacement de la i-éme colonne par la i-¢me co-
lonne additionnée de la j-éme colonne multipliée par a.

— Type — T, : remplacement de x; par — x;, donc dans A :
remplacement de la i-éme colonne par son opposée.

On démontre, en algébre linéaire, que des transformations de
méme type peuvent étre faites sur les lignes de A.
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17
elles correspondent 2 I’échange ou auv remplacement de certaines

relations du syst¢me (24) par d’autres, ces opérations transformant
le systéme (24) en un systéme équivalent, le rang de la matrice des
coefficients est donc conservé.

La détermination de la matrice A’ permet de connaitre les

Elles seront respectivement notées : L, ,, L; + aL,;,, — L, et

entiers #; (1 < 2 < m), donc d’obtenir une décomposition de i

comme somme directe de groupes monogénes, puisqu’en écrivant :

H= @D <(hy), avech =0 pour m+1<i<n

1<i<n

on a (voir démonstration du théoréme (8.54)) :

F

ﬁ:C,h@Chz@...@Chmecwe...®cw (25)
oy, pour tout : (1 <igm), G, est cyclique d’ordre A; et
Co @ ... ®C, estlasommedirecte de n — m groupes monogénes
infinis.

Remarque (8.64) : Dans la matrice de la forme A’ obtenue 2
partir de A par des transformations élémentaires successives, les
entiers A, > 0 ne vérifient pas nécessairement des conditions de
divisibilité telles que &, | k;,,, (voir théoréme (8.54)), la décompo-
sition obtenue n’est donc pas toujours canonique.

20 Décomposition d’un groupe abélien de type fini, donné par une
Sfamille génératrice : Soient F un groupe abélien libre de rangn > 1
et H un sous-groupe de F de rang m, dont une base {2,}; < ;<. €St
définie en fonction d’une base {x;}, <, < , de F, parles relations (24).

Notons ¥ la classe modulo H d’un élément x quelconque de F.

F - -
Le groupe g ot alors engendré par les n éléments x;, x,, ..., %,

qui vérifient les m relations :

l<§<”aﬁx, =0, l<ism qg;€Z
~ ~3

et A = (g;) de rang m.
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Réciproquement, étant donné un groupe abélien de type fini G,
engendré par n éléments g,, g,, ..., &,, vérifiant m relations de
la forme :

Y 6;8=0 l<i<m qg;€Z
1€4<n

et A = (gq;) de rang m,

F
alors, G est isomorphe au quotient H d’un groupe abélien libre

de rang 7, par un sous-groupe H de rang m.

Pour obtenir, 4 un isomorphisme prés, une décomposition d’un
tel groupe G, en somme directe de groupes monogénes, il suffit de
transformer la matrice A au moyen de transformations élémen-
taires, afin de trouver une matrice de la forme A’ et on applique
alors la formule (25). On pourra en déduire les invariants, les
diviseurs élémentaires et, si c’est nécessaire, la décomposition
canonique de G, comme dans les exemples vus au paragraphe
précédent.

Principe général de réduction de la matrice A :

On suppose 0 <m < m, car, pour m=0, A=0, G est

F
g= 0, donc G = (0).

On remarque que, dans la matrice A’ que l'on veut obtenir,
tous les A sont des entiers strictement positifs. La matrice
AeM,,,.(Z), étant de rang m, quel que soit ¢ (1 < i< m),
les éléments g;; dc la i-¢me ligne ne sont pas tous nuls.

Au moyen de transformations élémentaires :

libre de rang n; pour m = n,

— on peut se ramener A une matrice A; dans laquelle
on a :

ay >0, ay <|ay| et a4 <|ayl,

pour tout : > 1 et j > 1;

— en opérant successivement sur les colonnes et sur les lignes, on
transforme A, sous la forme :
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ol a;; >0 dans N et B est une matrice 2 (m — 1) lignes
et (n— 1) colonnes sur Z;

— on répete sur B les opérations précédentes et ainsi de suite,
Jjusqu’a ce qu’on obtienne une matrice de la forme A’.

30 Exemples :

— Soit G un groupe abélien de type fini engendré par 3 élé-
ments x, y, z vérifiant les relations :

{5x—2_y X 122 =0
3x + 4z = 0.

5 —9 12
A=(3 0 4)

par (— T,) 4 (Tl, 2) + (T3 —T,) + (T3 — 2T,)
(2 5 O) (2 2 2
0 3 —2/ 7o 3 —2)
par L, — L, (opération sur les lignes)
(2 2 2 2 0 0
0 —2) ~ (0 1 0)
par (T,—Ty) + (Ts— Ty) + (T + Tg) 4 (T + 2T,)

J+ CALAIS It

w
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On en déduit que G~ C,®C,.
— Soit G engendré par 4 éléments x, 3, z, ¢ vérifiant les conditions

{2x—|—4y—4t =0
6x — 122 -3t =0

2 4 0 —4
A=(6 0 —12 3)

2000)
0 3 00

par (T, + Ty) + (T, —2T,) + (T, —2Ty) + (T3 + 4T,) + (Tz, 8)
dot G~C,oCGoeC,eC,.

e

Exercices Chapitre VIll

1) Démontrer la proposition (8.38).

2) Soit {G;}iex une famille de groupes abéliens, montrer que, pour
tout groupe abélien G, les ensembles Hom(P G;,G) et
Il (Hom(G;, G)) sont équipotents. ‘et
€1

3) Soit & l'ensemble des nombres premiers; pour tout p e, on

note (%) la composante p-primaire du groupe abélien (—% s +).
b4

a) [l}l] désignant la classe modulo Z d’un élément g quel-

conque de Q , comment s’écrivent les éléments de (%) ?
4

b) Pour peZ, on note G, le sous-groupe de % engendré
par [‘%], ou neN,

Prouver que (%), = nléju G,

En déduire que (%), ~ G,y (groupe p-quasi-cyclique, exer-
cice 34, chap. IV).

En conclure que % ~ @B Cpo
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4) Soit {G;};ey une famille de groupes abéliens. Vérifier que :

5)

T(IG) € PTG et T(HG) = TG,
iel iel iel [1=3¢

ol, pour un groupe abélien G, T(G) désigne le sous-groupe de
torsion de G.

Etant donné un groupe abélien (G, +) et un entier n e N°, on
dira qu’un élément x € G est divisible par n, s’il existe y € G, tel
que x = ny.

On dit que le groupe abélien G est un groupe divisible si, quels
que soient n e N* et x €G, x est divisible par n; c’est-3-dire que

G =nG ={nx; x €G}, quel que soit n eN".

(Un groupe abélien multiplicatif est divisible si
G =G" ={x";xe G}, quel que soit n e N".)

a) Parmi les groupes suivants, quels sont ceux qui sont divi-
sibles? Z, Z, = %, Q, R, % » Gy (groupe p-quasi-cyclique),
C* (groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls), R}
{(groupe multiplicatif des nombres réels positifs).

b) Démontrer que, pour un groupe abélien (G, +), les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) : G est divisible;
(2) : G = pG, quel que soit le nombre premier p;

(3) : G a une partie génératrice S telle que, pour tout x €S et
tout n € N°, il existe y €G, vérifiant x == ny.

¢) Prouver que, si G est un groupe abélien divisible, alors g
est divisible, quel que soit N <G,

d) Soit { G;};c1 une famille de groupes abéliens; vérifier que :

G = @D G; est divisible <> G est divisible,
€1 quel que soit iel

¢) Etant donné un groupe abélien G s (0), montrer que :

G divisible == G n’est pas de type fini.
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6)

7)

8)
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Soit £ Pensemble des nombres premiers et soit G = [] Z,, ol

VA ?E2
Zp = P—i.
a) T(G) étant le sous-groupe de torsion de G, prouver que
TG) = D Z,
PEP

(voir exercice 4, ci-dessus).

b) Vérifier que le groupe G n’est pas divisible [on montrera
qu'il n’existe aucun élément non nul de G divisible par tout p € Z]

¢) Soit a = (8,),¢p, OU, pour tout pe, a, est non nul
dans Z,.

Démontrer que, quel que soit g€, il existe x = (x;),co
dans G et y = (3,),es dans T(G) tels que :

gx = a—y.
En déduire que la classe a, de a modulo T(G), est divisible
ar ¢ dans G uel que soit g € 2

En tenant compte du résultat ), prouver que T(G) n’est pas
facteur direct dans G.

Soit G un groupe abélien tel que O(G) # G ou ®(G) est le
sous-groupe de Frattini de G. On note Z ’ensemble des nombres
premiers et .# Pensemble des sous-groupes maximaux de G.

a) Montrer que, pour tout M e, il existe pe P tel que
[G:M] =»p.
b) Pour pe?, on pose M,={MeA;[G:M] = p}.
Démontrer que [ M = pG, ou pG = {px; x € G}.
ME A,
En déduire que ®(G) = [] »G.
22
En conclure que :

G groupe abélien divisible < ®(G) =G.

a) Soit G un groupe abélien sans torsion et divisible (exercice 5,
ci-dessus).
Prouver que G peut étre muni, de fagon naturelle, d’une
structure d’espace vectoriel sur le corps Q des nombres rationnels.
En déduire que tout groupe abélien divisible et sans torsion
est isomorphe 4 une somme directe de copies de Q. [On rappelle
que tout espace vectoriel a une base [46].]
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b) Montrer que tout groupe abélien p-élémentaire est iso-
R . . z )
morphe 4 une somme directe de copies de Z, = 7 (voir exer-

cice 21, chap. VII); en déduire qu’un tel groupe est non divisible.
¢) Vérifier que le groupe additif des nombres réels R est iso-
morphe A une somme directe de copies de Q.

Soit G un groupe abélien; le but de cet exercice est de prouver
que G est divisible si et seulement s’il vérifie la condition (%)
sulvante :

(%) : Quels que soient le groupe abélien A, le sous-groupe B
de A et le morphisme A € Hom(B, G), il existe ¢ € Hom{A, G)
qui prolonge A; c’est-a-dire que si j est I'injection canonique de B
dans A, le diagramme suivant commute :

B

-, .
Py .7 poj = A

a) On suppose G divisible. On considére I’ensemble 5 des
couples (H, 6), o H est un sous-groupe de A contenant B, tel
qu’il existe 6 € Hom(H, G) prolongeant A.

Vérifier que S est non vide. On munit 3 d’une relation
d’ordre telle que :

(H,0)< (H,) < H<H et g =0.

Démontrer (en utilisant I’axiome de Zorn (énoncé (4.60))
qu’il existe un élément maximal (Hy, 6;) dans 5#.

Prouver (par I’absurde) que Hy, = A [si Hy, # A et x € A\H,,
tel que Hy N (x) # (0), on pose H; = Hy 4 {(x) et on note
n le plus petit entier positif tel que nx € Hy; on considére

6,: Hy + (x>—>G
(k1) h+oy

ou heH, reN, 0<r<n et yeG est tel que ny = Oy(nx)].

b) On suppose que G vérifie la condition (¥); en appliquant
cette condition au cas ot A =Z et B = nZ, démontrer que G est
divisible [on remarquera que ¢ € Hom(Z, G) et A € Hom(nZ, G)
sont respectivement déterminés par ¢(1) et A(n)].

[Remarque : La condition (%) exprime qu’un groupe abélien
divisible est un Z-module injectif ([54], tome 2).]
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10) Démontrer que tout sous-groupe divisible D d’un groupe abé-
lien G est facteur direct dans G [utiliser Pexercice précédent et
la proposition (8.9)].

11) Soient G un groupe abélien et & I’ensemble des sous-groupes divi-
sibles de G. On pose

4G) = % D.

2) Prouver que d(G) est un sous-groupe divisible de G.

b) Un groupe abélien G tel que d{G) = (0) est dit réduit.

Démontrer que G =d(G) @R, ou R est un sous-groupe
réduit de G.

¢) Vérifier que, si H et K sont deux groupes abéliens, on a :

H K
H~K <= dH) ~dK) et T AR
12) Soient H et K deux groupes abéliens divisibles p-primaires.
On pose H! ={xeH;px =0} et K! —{yeK,[gy—-O}
Démontrer que H ~ K si et seulement si H! ~ KL
[Pour prouver que H! ~ K! implique H ~ K, consldérer
un isomorphisme A:H!-»>K! comme un morphisme de H!
dans K, en déduire qu’il existe ¢ e Hom(H, K) tel que @m =2
(voir exercice 9, ci-dessus) et démontrer que ¢ est un isomorphisme.]

13) Soit H un groupe abélien divisible et de torsion.
Soit H,, la composante p-primaire de G.

a) En utilisant les notations de P’exercice précédent, prouver
qu’il existe un ensemble I # o tel que

1 )
H} ~ ZY

(voir exercice 8 ci-dessus).
b) Soit (K, +) un groupe abélien tel que :

H ~ Cf, ou Ce est p-quasi cyclique.

Démontrer que I'on a K! ~ H}; en déduire que H, est iso-
morphe 4 une somme directe de groupes p-quasi-cycliques.

¢) Prouver que tout groupe abélien divisible, de torsion, est
isomorphe & une somme directe de copies de groupes p-quasi-
cycliques, p décrivant une partie de I’ensemble & des nombres
premiers.
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17)

18)

Groupes abéliens 327

Démontrer que tout groupe abélien divisible est isomorphe & une
somme directe de copies de Q et de copies de C,w, p décrivant
une partie de I’ensemble des nombres premiers.

[Utiliser les exercices 8 et 13 ci-dessus.]

Soit G un groupe de type fini, de torsion et résoluble; démontrer
que G est un groupe fini [raisonner par récurrence sur n, ou n
est le plus petit entier tel que D,(G) = (¢)].

. s Fixy .
Smt.G un groupe abélien, tel que G ~ K °u Fx, est un groupe
abélien libre sur X ={x}¢x-

a) Vérifier que F, est isomorphe 4 un sous-groupe de Q®,
ou Q est le groupe des nombres rationnels.

En déduire que tout groupe abélien G est isomorphe & un sous-groupe
d’un groupe divisible.

b) Prouver qu’un groupe abélien est divisible si et seulement
s’il est facteur direct de tout groupe qui le contient.

Soient deux groupes divisibles G; et G,; d’aprés I’exercice 14

ci-dessus, on peut écrire : G, =T, ®H,, G, =T,®@H,, ou

H, et H, sont des espaces vectoriels sur Q et T;, T, sont des sommes

directes de groupes p-quasi-cycliques (pour différentes valeurs de p).
Si, pour tout nombre premier p, on pose

Ti(p) ={xeTy;px=0} et Ti(p) ={x e Ty; px =0},

démontrer que G; est isomorphe 4 G,, si et seulement si
dimg(H,) = dimg(H,) et, pour tout nombre premier p,

dimg, (T}(#)) = dimg, (T3(#))
(voir exercice 12 ci-dessus).

Soit U le groupe circulaire, U ={zeC*;|z| =1} et soit
', ={zeC;neN, 2" =1}.

& désignant l’ensemble des nombres premiers, on pose
G = Il C,o, ou C,w est p-quasi-cyclique.

PEP
a) Comparer les groupes T'y, et & Cpw.
4

Les groupes U, ', et G sont-ils divisibles? (Voir exercices 11
et 12, chap. IV et exercice 3 ci-dessus.)

b) Quels sont les sous-groupes de torsion de U et de G?

Prouver que les groupes U et [I C,o sont isomorphes.
PEP
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19) Soit G un groupe abélien de type fini.

a) Démontrer que le groupe Aut(G) est fini si et seulement
s’il existe, au plus, un facteur isomorphe 2 Z, dans la décompo-
sition canonique de G.

b) Montrer que, dans tous les cas, Aut(G) est dénombrable.

20) Soit G un groupe abélien fini d’ordre n.
Démontrer que, pour tout diviseur d de n, il existe au moins
un sous-groupe H de G qui est d’ordre d (réciproque du théoréme

de Lagrange pour les groupes abéliens).

21) Soit F un groupe abélien libre de base {x;, %, x3}.
Soit H le sous-groupe de F engendré par

N =3x +x x5, Yo=2x+ 3%+ x3, 3= + x5 4 3x;.

Déterminer une base {u,, 4, 43} de F telle qu’il existe une
base de H de la forme {4, u, hy uy, by ug}, 001 by, hy, ks sont des
entiers positifs vérifiant k| A, (1< i< 2).

22) a) Trouver les invariants et la décomposition canonique du groupe
abélien fini dont les diviseurs élémentaires sont :

2,2, 33, 8, 5%, 5.

t) Trouver les diviseurs élémentaires, les invariants et la
décomposition canonique du groupe

G= CZO@CO®CIB'
23) Trouver les diviseurs élémentaires, les invariants et la décompo-
sition canonique des groupes abéliens suivants :

G,, engendré par x et y tels que 10x = 9y = 0.
G,, engendré par x,, z tels que 15x = 6y = 42 = 0.
G,, engendré par x,, z tels que
2x— y—32=0
{ 3x—2y—32=0

G,, engendré par x,y, z tels que

2x— y— 3z=0
3x—2y— 32=0
7x + 4y 4- 102 = 0.



CHAPITRE IX

Groupes libres
Générateurs et relations
Produit libre de groupes

Dans le chapitre VIII, nous avons défini la notion de groupe
abélien libre sur un ensemble X et la propriété universelle d’un tel
groupe F , (théoréme (8.24)) nous a permis de montrer que tout
groupe abélien engendré par un ensemble X est isomorphe a un
quotient de F,.

Nous allons maintenant montrer que, plus généralement, on
peut construire, a partir d’'un ensemble donné X, un groupe, dit
ltbre sur X (non abélien, si card(X) > 1), satisfaisant a une pro-
priété universelle qui permet de prouver que tout groupe engendré
par X est image homomorphe d’un groupe libre sur X.

1 — Groupe libre

A / Construction d'un groupe libre

Soit X un ensemble non vide; I étant un ensemble de méme
cardinal que X, posons

X ={x}er-

Considérons un ensemble disjoint de X et équipotent 2 X que
nous noterons X! et dont nous écrirons les éléments sous la
forme 7%, pour 7 €I (« ! » estici, seulement, une notation, qui
sera commode par la suite).
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Définition (9.1) : On appelle mot sur X U X~' toute suite
finie (ou ensemble fini ordonné) de n éléments de X U X~ (n € N)
plusieurs éléments de cet ensemble pouvant étre égaux; n s’appelle
la longueur du mot.

Par convention, il n’existe qu’un seul mot de longueur 0, que ’on
notera 1; on Pappelle le mot vide, car il correspond & la partie vide
de XUX™.

Un mot de longueur n > 0 s’écrira sous la forme :

Xl x", oueg=+1, pourtoutj (1<j<n);
c’est-a-dire :

g =1, si i eX

g=—1 s geXl

On désignera par (X U X') Uensemble des mots sur X v X1

Exemple (9.2) : Si X ={x,2}, %% s yyap, L 2271, 1 sont
des mots sur X u X1,

Egalité de deux mots : D une fagon générale, dans (X v X™1),
ona:

n=p

£1 ,.82 £n — 01,82 8p
Xit Xy e s o X2 = X570 X2 ... X <>
i “ia in 51 Vi ip x:': = x;:, Vi (l <k n).

Dans I'exemple (9.2), tous les mots considérés sont distincts.

Notion de produit de mots :
— Quel que soit w e (X U X™1), on pose
lw=wl=w (1)

— Etant donné deux mots de longueurs non nulles dans
XuX? :
3; 3,
u=ag...aq% U=y ... X%,

par définition, le produit uz est le mot :
8 5
I Al N ¥ (2)

donc long(uv) = long(u) + long(v) (3)
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Remarques (9.3) :

1o Un mot de longueur 1 est un élément de X U X™!; tout
mot de longueur n» > 0 est donc produit de n» mots de longueur 1.

20 Le produit de mots défini dans (X U X~!) par les rela-
tions (1) et (2) est associatif et 1 est élément unité; mais (X U X1
n’est pas un groupe, relativement & ce produit, car, 1 étant de
longueur O, la relation (3) montre qu’aucun mot de longueur
n > 0 ne peut avoir d’inverse.

(X v X)) muni du produit de mots défini par (1) et (2) est
donc un monoide (voir le chap. I, remarque (1.9)), qu’on appelle
monoide libre sur X U XL

L’objet de ce qui suit est de définir dans le monoide (X U X™1)
une relation d’équivalence %, compatible avec le produit des mots
et telle que le quotient de (X U X™!) par £ soit un groupe.

Définition (9.4) : Dans (X U X™1), deux mots u et v seront
dits adjacents s’il existe deux mots ¢, et £, dans (X U X™!) et un
élément a e X U X! tels que :

u==tt, et v=taa't,
ou u=taa't, e v=1~41 (4)
avec la convention : (a7!)™! = g, quel que soit a e X U XL
On écrira u &/ v pour exprimer que z est adjacent 2 v.
Exemple (9.5) : Si X ={x,y}, alors:
¥ 'y teZy ! (onprend f,=1,4 =y et a = x"1)
de méme,
xlay ' x'x (onprend f, =x"1x bt =1 et a =)
et Ftax e/ xt (onprend £, =1t =x'eta=x").
Remarque (9.6) : Quels que soient u et » dans (X U X™1),

usl v =>v.u.
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Considérons alors dans (X v X~!) la relation binaire £ telle
que uZv, il existe &,%,...,¢ dans (XuUX?), nx1
dans N, vérifiant les conditions :

u==t, v=t, e A, ,,
Vi(lsign—1),stn>1 (5)

Le cas n =2 montre que u v =>uZRv.

ProposiTioN (9.7). La relation binaire R, définie ci-dessus, est
une relation d’équivalence dans le monoide (X W X™1), compatible avec le
produit des mots et telle que le quotient de (X U X™') par R est
un groupe.

Preuve :

1° Quel que soit ue(XUX™) ona uZu (cas n=1
dans la définition de #), donc Z est réflexive.

D’autre part, la relation & étant symétrique dans (X U X™7),
les conditions (5) impliquent que & est symétrique.

Supposons u Zv et vRw :

— 1l existe ¢,¢%,...,¢, dans (X U X™') tels que

u=t, ov=t, e LAY ,,

quel que soit ¢ (1 <t < n—1)

— et il existe f,,8,,,5 -5 by dans (X U X1 tels que

w= tn+m et tn+3dtn+3+l’
quel que soit j (0 < j<m—1).

On en déduit que « X w, donc & est transitive.

Si uZv dans (X U X™'), on dira que u et v sont équivalents.

20 Démontrons que % est compatible avec le produit des mots,
défini dans (X U X™') par les relations (1) et (2). D’aprés la
proposition (2.20), il suffit de prouver que £ est compatible 2
droite et & gauche avec le produit des mots.

Supposons # Zu' etsoit v e (X UX™). Soit te(X v XY
tel que u &/ t, vérifions que wv o to.
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Supposons u =z, 2, et t=z aa" 1z, avec z,, z, dans
(XuX1) et aeXuX1; alors:

uw =2z, z,0 et Ww=zaalzo,
d’ou w A v

Or, u Zu' implique qu’il existe #,%, ...,¢,, n>1 dans N,
tels que

u=4t, LAl .. b, AL, t, =u;

dot w=tv, tovLto .. b, _oLt0, tv=uy

par suite, w Z u’ v; Z est donc compatible 2 droite avec le produit
des mots.

De fagon analogue, on vérifie que Z# est compatible 2 gauche
avec le produit des mots.

3¢ Désignons par [X U X~ '] I’ensemble quotient de (X v X~?)
par la relation d’équivalence £ et notons [u] la classe modulo %
d’'un mot uve (X v X!). Z étant compatible avec la loi de
composition du monoide (X U X~?!), d’apreés la proposition (2.21)
et la remarque (2.22) 29, on peut définir, dans [X U X™'), un
produit tel que, quels que soient fu] et [7] :

[4] [v] = [w] (6)

et, relativement 2 cette loi de composition, [X U X™'] est un
monoide, dont [1] est ’élément unité; montrons alors que tout
élément [u] est inversible dans [X U X7].

Considérons le cas ot u =x avec x e X U X! et vérifions
que :

xx 1R 1.

On a en effet les conditions (5), en prenant u = xx~! = ¢,
et v =1=1, puisque u=1xx" 1l implique xx~' &7 1.

On vérifierait de méme que x'x % 1; par suite, dans le
monoide [X U X1, gquel que soit x e X U X', [«] est inver-
sible et :

17 =[] (7)
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L’application 6: (X v X~ - [X u X™¥] vérifie, d’aprés (6) :
u > [u]
0(uo) = 6(x) 6(2), quels que soient u, v dans (X U X71).
Par suite, compte tenu de (7), pour tout ue (X UX™?) tel
que :
u=x}x2... 4% olxeX UXleteg =1,
[4] est inversibledans [X U X' et [u]™' = [a7 ®x o1 ... 4 ®].

On en conclut que [X v X™!] est un groupe, relativement 2
la loi de composition définie par (6).

Définition (9.8) : On dira qu’un groupe est libre sur un ensemble X,
s’il est engendré par X et isomorphe au groupe [X U X~'] défini
ci-dessus.

En particulier, tout groupe réduit 2 un seul élément est libre
sur ’ensemble vide.

Défmition (9.9) : On dit qu'un mot u e (X U X™) est réduit,
si u=1, ousi u=gaa,...a,, avec geXuUX ! pour
Igign et

a,,,# &', quel que soit i (1 <cign—1).

Exemples (9.10) :

1¢ Tout mot de longueur 1 est réduit.
20 8i X ={x,»}, xxxyx—, x~" yxyy sont des mots réduits; par
contre, xpx~ ! x, yxpy~! x~! sont non réduits.

THEOREME (9.11). Chaque classe d’équivalence de (X v X71)
modulo R contient un mot véduit et un seul.

Preuve :

1o On peut montrer sans difficulté que, étant donné un mot
non réduit u s 1, il existe ¢t e (X v X™1) tel que

uft et long(t) < long(u).
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La longueur d’un mot étant un entier positif ou nul, on prouve
alors, en raisonnant de proche en proche, qu’il existe nécessaire-
ment un mot réduit r équivalent 2 u; on en déduit que toute classe
d’équivalence modulo %, dans (X U X™'), contient un mot
réduit. En vue de prouver que chaque classe [¢] ne contient qu'un
seul mot réduit, nous allons définir une méthode particuliére pour
obtenir un mot réduit, équivalent 2 un mot donné wu.

Soit ze (X UX™!) tel que

u=aa...a,, ¢eXuUX? Vi(lgi<n),

I’élément a, de X U X! sera appelé le « dernier terme » de u.
Associons au mot u la suite de mots 1y, %, ....u, définie
comme suit :

uo=1; uy =ay;

Uy =a,a, Sia#az'; u=1 sia =ad.
D’une fagon générale, u, étant déterminé, on pose :

Uiy = U G4y

si le dernier terme de #, est différent de 4;7};.

Si le dernier terme de y; est 4;},, on a y, = ta;}}; ou ¢ est un
mot bien déterminé (car ;) = ¢’ g}, implique ¢ = ¢/, compte
tenu de la définition des mots), on pose alors, dansce cas: u, ., = 1.

La suite u,, %, ..., u, est parfaitement définie & partir de u
par le procédé ci-dessus (si # = 1, la suite est réduite & u, = 1).

La définition des u; implique que chaque u est réduit, en
particulier u, est réduit.

D’autre part, on vérifie facilement que, pourtout: (0 < 7 < n),
u; est équivalent 4 a, a, ... g;; en particulier, u, est équivalent d u.

La construction de la suite u,, ..., 4, montre que, si u est
réduit, alors u, = u.

u, sera appelé : la « forme réduite » de u et sera noté r(u).

2¢ Démontrons maintenant que, si ¥ et » sont deux mots adja-
cents, alors leurs formes réduites sont identiques.

Si u /v dans (X U X™!), on peut supposer, sans restreindre
la généralité :

U=10,8y ... GGy, , ... a4, (8)
et vV=2a,8y... 4% a,,, ...a,

I

avec g, e X UX™! pour tout i (1<ign) et xeXUXL
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Soient ug, #y, ..., %, €t 95,01,y -..,0,,, lessuites de mots res-
pectivement associées 2 u et », par la méthode exposée plus haut.

Compte tenu des relations (8) et de la détermination des
et des v;, on a

uozvo, u1=v1...,uk=vk.

Montrons que u, = v, ,.
Iet ¢cas : Le dernier terme de u, est différent de 7%, alors
U =ty Upypr = U X €L By =0 =4
2¢ cas : Le dernier terme de u, est x~'; écrivons u, = tx™ 1.
u, étant réduit, le dernier terme de ¢ est différent de x, donc
= = = ! =
U = Uy Ypyy = 4 et' Dotz = ' =u,.
Les relations (8) impliquent alors :

1

Upri = Vppo4sss pour tout ¢ (0 < i< n—R);
en particulier u, =, ,, Ccest-a-dire 7(u) = r(v).

32 Montrons que deux mots réduits et équivalents, u et o,
sont égaux.

u et v étant équivalents, il existe des mots ¢y, #,, . . ., ¢, tels que :

u==8, v=t, et LAt,,, (9)
quel que soit i (1 <7< n—1).
En considérant la forme réduite de chaque ¢ et en appliquant le
résultat précédent, onobtient: u =7(2) =7(4) = ... =r(t,) = 0.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme (9.11).

Remarque (9.12) : Désignons par Fy Uensemble des mots réduits de
(X v X™). D’apres le théoréme (9.11), Fx est un ensemble de
représentants des classes d’équivalences distinctes [u] € [X v X™1].

La bijection qui 2 chaque classe [u] associe I'unique mot
réduit qu’elle contient, r(u), permet de définir dans Fy une loi
de composition induite par (6) :

Fx X Fx - Fx
W 0) b r(u) (10)
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telle que Fy est un groupe engendré par X et isomorphe au
groupe [X v X™']; donc Fy est un groupe libre sur X (défini-
tion (9.8)).

De plus, compte tenu de la notion de mot réduit et de la
définition de D’égalité de deux mots dans (X U X™!), tout élé-
ment u € Fy s’écrit de fagon umique sous la forme :

u=xx2...57, tel que: neN et pour

n=0,u=1; pour n>0, xieXuLX (11)
avec it # a9, Vji(l<j<n—1)

On traduit cette propriété, en disant que le groupe Fy est
librement engendré par X, ou que X = {x,},c; est une famille géné-
ratrice libre de Fy.

Définition (9.13) : On dira qu’un groupe est libre s’il posséde
une famille génératrice libre, c’est-a-dire vérifiant les condi-
tions (11) ci-dessus; si cette famille génératrice libre est finie, le
groupe sera dit libre de type fimi.

Remarques (9.14) :

1o Tout groupe isomorphe A un groupe libre est libre; en
effet, si 0 est un isomorphisme du groupe libre Fx sur un groupe F,
alors F est librement engendré par 6(X). En particulier, le groupe
[X U X™'] est librement engendré par {[x]; x, € X}.

20 Si X = {x}, alors Fyx est le groupe monogeéne infini engendré
par x; par suite, tout groupe libre sur un ensemble de cardinal 1
est isomorphe a Z.

32 Un groupe libre sur un ensemble X est non abélien, si
card(X) > 1.

En effet, quels que soient x et y dans X U X!, tels que
x#y, x 'y ' xy est un mot réduit différent de 1, d’ott xy # yx
dans le groupe libre Fy.

4° Tout groupe libre sur un ensemble X, non vide, est sans
torsion.

Considérons u # 1 dans Fy et vérifions qu’il est d’ordre infini.

u est un mot réduit dans (X U X™1); supposons

u=aya,...a,, ouageXuUX! pourtouti(l<ign).
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u = r(u) implique qu’il existe nécessairement un plus petit
entier j (0 <j <n) tel que q;,, # a;;, clest-a-dire que u
s’écrit sous la forme

u=a,8,...a;b,b,... b, a7%a7, ... a7? (12)
avec O0<j<n—1, 1<r<n 2j4+r=n aa...aq et
by by ... b, étant des mots réduits et b, = b1,

On en déduit que, pour tout % e N°,
W =a,a,...a0b by ... 0)a; a7, ... a7;

alors #* est un mot réduit et long(«*) = 2j + kr implique u* # 1.

B / Propriété universelle d’'un groupe libre

THEoOREME (9.15). (Propriété universelle.) Soit un groupe
F + (e) ; soient X une partie génératrice de F et o Dinjection canomique
de X dans ¥ ; alors F est libre sur X si et seulement si, quels que soient
le groupe G et Papplication o : X — G, il existe un unique morphisme
o e Hom(F, G) tel que

Qoo —aC.

Preuve :

le Supposons F = Fy; oy désignant I’injection canonique
de X dans Fy, démontrons que le couple (Fyx, ay) vérifie la
propriété énoncée.

Dans le diagramme :

X

X
o . (13)

ot G et ¢ sont donnés, définissons ¢ : Fy — G en posant, pour
tout u € Fy, écrit sous la forme (11) :

o(u) = (o(x;))(a(%,))% - . . (o(x,))*
et o(l) =¢

ot ¢ est ’élément neutre de G.
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On définit ainsi un morphisme ¢ € Hom(Fg, G) tel que
¢(x¥) = o(x), quel que soit x € X, donc goay = o.

De plus, si ¢ e Hom(Fg, G) et ¢’ ooy = o, alors pour
tout ueFg, on a ¢'(u) = ¢(u), d’olu Punicité de .

20 Réciproquement, considérons un groupe F engendré par
une partie non vide X, telle que, si o est I'injection canonique
de X dans F, le couple (F, &) vérifie les conditions énoncées dans
le théortme.

Compte tenu de hypothése et du résultat précédent, il existe
¢ € Hom(F, Fg) et { e Hom(Fg, F) tels que les diagrammes
suivants commutent :

x

X —— »F X————» Fy
/ 4
% /7
/ /
« //
*x //Eufp // 3!4'
/s 4
/ e
Vg 4
Fy F
oot = oty et Yooy = a

On en déduit que Yogoa =a et @oPpougx = ay, dol
Yooy =1idy et oy =idg

¢ et ¢ sont des morphismes de groupes, F et Fx sont engendrés
par X, par suite

q)o(pzidl;- et (po¢=id1.~x,
d’ot F ~ Fx et ¢(X) = X implique F libre sur X.
CoROLLAIRE (9.16). Soient deux ensembles X et Y alors :

X équipotent ¢ Y = Fg ~ Fy.

Preuve : La propriété étant vraie pour X =Y = o, on sup-
posc X et Y non vides. Soit B une bijection de X sur Y.
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Considérons les diagrammes :

oy oy
X » Fp Y » Fy
/ //
/
B ’ B! /
// //
/ //' ) /’
Y / e X ¢, Y
/ /
/ /
dy // Oy //
/
/
Y/ ) /
FY Fx

D’aprés le théoréme (9.15), il existe un unique ¢ € Hom(Fg, Fy)
et un unique ¢ € Hom(Fy, Fg) tels que :

pooy =ayof et Yoay=oayof};
par suite,
Yogooay =oay €t Qo¢oay = ay.

On en déduit que ¢ogp =1ids et @o¢ = idy, dolt
Fy ~ Fy.

Remarque (9.17) : Nous verrons plus loin (théoréme (9.23))
que, réciproquement, Fy ~ F, implique X et Y équipotents.

TuEorEME (9.18). Tout groupe est image homomorphe d’un groupe
libre. En particulier, tout groupe de type fini est image homomorphe d’un
groupe libre de type fini.

Preuve : Soit G un groupe quelconque.

— Si G =¢, alors G est libre sur I’ensemble vide.

— Supposons G # ¢; soit X une partie génératrice de G,
notons ¢ I'injection canonique : X — G.

Considérons le groupe libre Fy et «x 'injection canonique de X
dans Fy. D’aprés le théoréme (9.15), il existe ¢ € Hom(Fy, G)
tel que poxg = 6.
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o
X __—x_.>F"x

¢ o ax = ¢ implique ¢ surjectif, d’ott G ~ Ki , donc G est
image homomorphe du groupe libre Fy. erf

Si G est de type fini, on choisit X fini, donc, dans ce cas, Fx est
libre de type fini.

2 — Générateurs et relations

A | Présentation

Remarque (9.19) : Etant donné un groupe G et une famille
génératrice {x};c; de G, en général, les générateurs x,, iel,
sont liés par certaines relations.

Exemples : Si G = {x) est cyclique d’ordre n, le générateur x
de G vérifie la relation x" =e.

— Si G = {a, b) estle groupe diédral D,, n > 2, alors G
est engendré par a et b tels que :

a=e¢ b*=¢ (ab)>=e¢ (voir chap. III).

D’une fagon générale, si G est engendré par X = {x};cq,
toute relation liant les générateurs x;, 7 e I, peut s’écrire sous la
forme r =e¢, ou r peut étre considéré comme un élément du
groupe libre Fy.

D’autre part, si S est une partie de Fyx, notons (S) le sous-groupe
normal de Fy engendré par S, c’est-a-dire lintersection de tous les
sous-groupes normaux de Fx contenant S.

Si S =2, (S)=/(1).
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Définition (9.20) : Soit G un groupe engendré par un ensemble

X ={x};e1 vérifiant un ensemble de relations {r, = e; A € A}.

(R) étant le sous-groupe normal du groupe libre Fy, engendré

par R ={r,},ca, on dit que (X|R) est une présentation de G,
Fy

si G est isomorphe au groupe 5 ®)

Lorsque R est fini, on dit que G est dc présentation finie.

Exemples (9.21) : On pcut vérifier que :

1o pour z € N*, (x|x") est une présentation du groupe cyclique
d’ordre 7 engendré par x;

20 ({a, b}| a”, b2, abab), avcc a# b et n> 2 dans N, est une
préscntation du groupc diédral D, ;

30 ({a, b} a% a? b2, ab~' ab), avec a # b, est une présentation
du groupe des quatcrnions Qg

40 quel que soit I’ensemble X, F. donc (X |e) estunc

=)
présentation de Fy, c’est-a-dire que F, est un groupe engendré
par X ={x},er, tcl que les x; ne vériﬁent aucune relation.

Prorposirion (9.22). Soit X un ensemble non vide. Si G est un
groupe de présentation (X | [x,5]; (x,9) € X X X), alors G est iso-

morphe 4 - et G est un groupe abélien libre sur X.

Fy
D(Fy)
Preuve : Posons R ={[x,7]; (%) e X x X}.

(R) étant le sous-groupe normal du groupe libre Fy, engendré
par R, on a
(R) = D(Fx),
puisque le groupe dérivé de Fy est engendré par I’ensemble des
commutateurs de Fy. F
Or, d’aprés la définition (9.20), on a G ~ =X et la présen-

(R)
tation de G implique que G est abélien, d’ot (théoréme (4.39)) :
D(Fyx) = (R).
On en déduit que (R) = D(Fy), donc:
G~ Tx

~ D(Fy)
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Soit Fy, le groupe abélien libre dc base X (définition (8.11));

F
démontrons que les groupes F,,, ef =———
q groupes Fy, D(F,)

Considérons le diagramme suivant :

sont isomorphes.

Ay bl F
X - F - X
L == DiEx)
,/ //
EL 7 ’//
. - -
Jx /// ’/// At (14)
P
7 -
7 -
-
L

dans lequel ay et jx sont les injections canoniques et = est 1’épi-
imorphisme canonique.

La propriété universelle du groupe libre Fx (théoréme (9.15))
mplique qu’il existe ¢ € Hom(Fy, F,) tel que

@ o oy = jx (13)

Le groupe F, étant abélien, on a D(Fyx) < Ker o.
Par suite, d’aprés la propriété universelle du groupe quotient

F.
(théoréme (4.25)), il existe A € Hom (ITEJ’ F(x,) tel que :

)\oTL'=qJ (16)

Appliquons maintenant la propriété universelle du groupe
abélien libre Fy, (théoréme (8.23)), dans le cas suivant :

J;
X. d > Fm

7’
Mooy P 3!“
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F
Il existe . € Hom (F(x), W;T—)) tel que
x

Pojx = Tooy (17)

Les relations (15), (16), (17) impliquent :
jx=q)oax=7\o7toax=7\op.ojx (18)
et [.Lo(poocx=y.ojx=7'toax (19)

oy €t jy étant les injections canoniques
(18) = @fx = idy = Ao p/x.

A et p. sont des morphismes de groupes et Fy, est engendré par X,
par suite

Ao p cst Pidentité dans Fy,, (20)
(16) et (19) = poAx = idyyx)s

Fx .
D (Fx) étant engendré par n(X), on en déduit que :

g oA est Pidentité dans (21)

F X
D(Fy)
D’aprés (20) et (21), A est un isomorphisme et p = X%,

On en conclut que le groupe G défini, & un isomorphisme pres,
par la présentation (X | [x,5]; (x,0) € X X X) est abélien libre
sur X.

B / Rang d’un groupe libre
TraEorEME (9.23). X et Y étant deux ensembles non vides, st Fy
et Fy sont des groupes librement engendrés par X et Y, respectivement, alors :
Fy ~Fy <« X équipotent ¢ Y.
Preuve : On sait, d’apres le corollaire (9.16), que :
X équipotent 4 Y = Fy ~ Fy,

démontrons, maintenant, la réciproque :
Fy Fy
D(Fyx) = D(Fy)

Fx ~Fy > (22)



Groupes libres. Générateurs et relations. Produit libre de groupes 345

Compte tenu de la proposition (9.21), le second membre de la
relation (22) exprime que les groupes abéliens libres Fy, et Fy, sont
isomorphes; or (théoréme (8.19)),

Fx, ~Fy, < X équipotent 4 Y
dot Fy ~F, = X équipotent 2 Y.
CoOROLLAIRE (9.24). Si F est un groupe libre et si X et Y sont deux
parties génératrices libres de F, alors
card(X) = card(Y).

Ce résultat justific la définition suivante :

Définition (9.25) : SiF est un groupe libre, alors le cardinal d’une
partic génératrice libre de F est appelé le rang de F.

En particulier, un groupe libre est de rang fini n, s’il posseéde unc
partie génératrice libre finie de cardinal n.

Remarque (9.26) : Compte tenu du théoréme (9.23), si F et F/
sont deux groupes libres, alors :

F~F <« vrang(F) =rang(F’).

3 — Sous-groupes d'un groupe libre

L’objet principal de ce paragraphe est de démontrer le théoréme
fondamental suivant :

TutortME (9.27) (Nielsen (*)-Schreier). Tout sous-groupe d’un
groupe libre est un groupe libre.

Cette propriété importante n’est pas simple & prouver. La
méthode que nous avons adoptée est due a A. J. Weir ([73]; [62]);
clle utilise la notion de transversale de Schreier et quelques résultats
préliminaires.

(1) Niels Nielsen (1890-1959).
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A /| Préliminaires

LeMME (9.28).  Soient X un ensemble et Y une partie de X. St Fy est
le groupe librement engendré par X et si K est le sous-groupe normal de Fy

F
engendré par Y, alors KX est un groupe libre, isomorphe au groupe Fg,
o E=X\Y.
Fy F

Preuve : Pour Y = o, K" =Fyx et pour Y =X, Kx ~ (1);

on suppose donc, dans la suite, Y# o ct Y # X.

Soit le groupe Fy, libre sur E = X\Y. Appliquons la propriété
universelle du groupe Fg (théoréme (9.15)) au diagramme suivant :

-
E _——L—>FE
/l

B / 7

\

! (23)

-

Fy
K

og, B ct ay sont les injections canoniques ct = est la surjection cano-
nique; il existe alors ¢ et ¢ tels que :

F
¢ e Hom(Fg, Fy), d¢e Hom(FE, —Ié—()

ct ooy = oy of3 L,'JanZTtoaxoB.



Groupes libres. Générateurs et relations. Produit libre de groupes 347

On en déduit que
Top=1¢

et que ¢ est surjectif.
Vérifions que ¢ est injectif. Soit w # 1, dans Ker ¢; w s’écrit
de fagon unique

w=2a3a2 ..., ouneN, afieEUE™, ¢ = 41,

quel que soit 5 (1 < 7 < n).
Yw) =1 < moopw) =1
Pour tout a€E, mo¢(a) = mogoag(a) = n(a); par suite,
$w) =1 < n(apaz...d) =1,

donc YP(w)=1 <« wek.

K étant le sous-groupe normal de Fy engendré par Y, quel que
soit *eYuY! ona Kyr=K, dou

arag...ar=aPag ... 2Py, ouxixi...xPrekK.

L’égalit¢ de deux mots dans Fy implique, en particulier,
p=n—1 et a» =), ce qui est impossible, car E u E-1
et Y UY! sont disjoints; on en conclut que Ker ¢ = (1).

est donc un isomorphisme, par suite, == est un groupe libre
. P p K group »
isomorphe a Fg.

Remarque (9.29) : Le lemme (9. 28) exprime que, étant donné un
ensemble X et une partie Y de X, un groupe de présentation (X |Y)
est un groupe libre.

Le principe de la démonstration du théoréme (9.27) consiste
alors 2 mettre en évidence, pour un sous-groupe H d’un groupe
libre, unc présentation de H de la forme précédente.
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B / Transversales d'un sous-groupe dans un groupe

Définition (9. 30) : Etant donné un groupe G ct un sous-groupe H
de G, on appelle transversale & droite de H dans G tout ensemble T
de représentants des classes A droite, distinctes, de H dans G.

On définit de méme une transversale ¢ gauche de H dans G.

Remarques (9.31) : De la définition (9.30), on déduit immé-
diatement que, si T est une transversale 4 droite de H dans G, alors
tout g € G s’écrit de fagon unique g=~4, out heH et teT.

On peut donc associer 4 la transversale T deux applications
surjectives :
7:G->H e :G->T

telles que, pour tout g €G,
g =(g) ~(8) (24)

Les applications v et t vérifient les propriétés suivantes : quels
que soient heH et geG :

n(hg) = n(g) (25)
t(hg) = =(g) (26)

LemMe (9.32). Soit un groupe G # (¢). Soient X une partie
génératrice de G et H un sous-groupe de G. St T est une transversale &
droite de H dans G contenant I’élément unité de G, alors H est
engendré par Iensemble

Z={z,=m(tx); teT, x e X}.

Preuve : La rclation (24) implique »(tx) = tx(v(tx))™"
Pour x e X ct teT, posons z ,.=n(tx"') et vérifions que
Z" =1 = (Zﬂu_.)_z)_l. (27)

Zebzy,z T(tx—l) x(T(T(tx—l) x))_l

or il = () (i) >t = () () x;
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teT, y(tx') eH, donc, en appliquant (26), on obtient :
t = t(z(tx~") x) (28)
dolt (zyn,s) = 0 (H(BT)) TN = 20
Soit % € H\{e}; ’application v étant surjective, on peut écrire
h=x(a,a5...a,), ougeXuXnxldans N.

Pour n =1, h=x(a) = z,,-
Pour » > 1, on raisonne par récurrence sur n. On supposc
que g =a,4, ... a,_; csttel que v(g) apparticnt au sous-groupe

de H engendré par Z.
4,4y ... 4, = 1')(g) T(g) a,.
D’aprés la relation (25) :

h= n(al ay ... an) = ")(g) ")(T(g) an)
h = n(al a ... an) = .’)(g) zf(o). an? a, € Xvu X_l
donc H est engendré par Z.

On considére, dans toute la suite, un groupe Fy, librement
engendré par un ensemble non vide X et un sous-groupe H de Fy.
Si T est unc transversale & droite de H dans Fy, contenant 1,
alors H est engendré par I’ensemble Z défini dans le lemme (9.32).

Soit Y un ensemble équipotent & Z dont les éléments seront
notés y, ., te€T, xeX. Soient Fy un groupe librement engendré
par Y et ay I'injection canonique de Y dans Fy.

o étant P'application de Y dans H telle que o(,.) = 2 ,,
il existe, d’aprés le théoréme (9.15), un unique morphisme
¢ € Hom(Fy, H) tel que @ooay = 6.

o “ (29)

H est engendré par les z ., donc ¢ est surjectif.
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LemMmE (9.33). Dans le contexte défini par les hypothéses et les nota-
tions ci-dessus, il existe un morphisme ¢ € Hom(H, Fy), tel que
9o =idg
et Uendomorphisme X = { o @ de Fy vérifie la condition :
A2 =

Preuve : Associons a tout teT IPapplication

$y: Fx = Fy
telle que :
h(*) =D VrxeX (30)

ct, quels que soient u et v dans Fy,
Go(uv) = () Yoo (2) (31)
La condition (31) implique que, pour tout x € X,
G(x 7 x) = 1 = ,(077) Yy (#)
d’otr (2™ = (i)™ (32)

Ainpsi, pour tout t €T, Papplication ¢, est définie, sur ’en-
semble des mots de longuecur 1, par les relations (30) et (32).

Si u € Fx est un mot réduit de longueur z > 1, on définit §,()
par récurrence sur 2.

On écrit u=uwum ou x»»eXuUuXl =41, donc
long(v) =n—1.

Si ’on suppose ¢,(v) déterminé, alors, d’apres la condition (31),
on a

$y() = $(0) Yo () (33)
Par hypothése 1 e€T; désignons alors par ¢ la restriction
de §, a H.

En appliquant la condition (31) au casoii ¢ =1, on obtient,
quels que soient z et v dans H :

$(w) = $(u) $(v),
donc, ¢ € Hom(H, F,).
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Montrons d’autre part que, quels que soient e T et ueFy,
¢ o Yy(u) = () (34)
Pour x e X,
9o (%) = @(1,2) = ¢ o ay(F.)
d’olt o ¢ (x) = 2z, = n(tx).
Pour x'eX™,
¢ o P, (7" = @(Jegern,a) ' = (Zrtena)
d’oli Qo ¢y(x7Y) = z, - = n(txY).
De plus,
pod(l) =e(l) =1

Pour ueFy, tel que long(u) =n>1, on proctde par
récurrence sur n, cn posant, commec plus haut, ¥ = x* et en
utilisant la formule (33).

Pour tout ueH, on a %) =u, dou:

poy = idg.
A = ¢ o ¢ estun endomorphisme de Fy et, quel que soit w e Fy,
Ao Nw) = ¢ o (pod)op(w) = M),
donc A% = 4.

Remarque (9.34) : La condition A%2=2A implique que
Ker » cst le sous-groupe normal de F, engendré par [’ensemble :
{wh(w™); weF,} (voir exercice 24, chap. V).

Or, A=1¢ o9, donc Ker ¢ = Kerd; de plus, pour weFy,

e(wh(@™)) = o(w) podoo(w);
alors g@o¢ =idy = e(wr(w™)) = 1.

On en déduit : Ker A < Ker ¢ et, par suite,

Ker ¢ = Ker A (35)
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Lemme (9.35). Compte tenu des hypothéses et notatiors précédentes,
pour toute transversale @ droite T de H dans Fy, contenant 1,

{DesteT, x e X | y(t);teT}

est une présentation de H.

Preuve : N étant le sous-groupe normal de Fy engendré par
Pensemble : {{(¢); ¢t e T}, il faut démontrer que H est isomorphe

Y

'N.

Or, dans le diagramme (29), ¢ est un épimorphisme, on a
donc H ~ Kcr
@oln(t) = () = 1, ot :

Nc Kerg (36)

d’autre part, d’aprés la relation (34),

Il suffit donc de prouver que : Ker ¢ = N.

1o Notons M le sous-groupe normal de Fy engendré par
Pensemble {3, ,MJi3);0,. €Y} et vérifions que Kero = M.

D’aprés la remarque (9.34), Ker ¢ est le sous-groupe normal
de Fy engendré par {wA(w™!); weFy}, ona donc M < Ker ¢.

Montrons alors que, pour tout w € Fy, whw™') e M.

D’aprés la définition de M, la propriété est vraie pour w = 3, .,
ol y €Y.

Pour w= yt z’ w)\( —1) “_}’“17\()’! z)

Iirs M Do) = I a MOy ) Vi 2002 =T (D e MIEIN) 2, o

M est normal dans Fy, donc y71A(y,,) e M.

Pour weFy tel que long(w) =2 > 1, on écrit w = vy§ ,,
ol y,,€Y, e=+1, donc long(v) =n—1 et on vérifie, par
récurrence sur n, que wi(w™') e M.

On obtient ainsi Ker ¢ = M; on remarque que cette égalité
signifie que : {Y |, .M 2); )., . € Y} est une présentation de H.

20 Compte tenu du résultat précédent et de Pinclusion (36),
démontrons que, pour tout y, , €Y, 3, , My 1) eN.

)‘(.yl,z) =4¢o ‘P()’z,z) = 4’(21,3):
M,z = da(tx(e(ex))™?
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En posant u = t(tx), on a, en appliquant la formule (31) :
M o) = (%) u(e7) = $a(8) 2y, o ($ ()7
par suite,

I, e M2 = (2 4a(8) 572 (4a(9) 7Y

$,(¢) et ¢,(u) sont dans N et N est normal dans Fy, donc
I MY eN,d’olt M = N. Onen conclut que N = M = Ker ¢,
. ne : H ~ Fy
ce qui entraine : ~ N
LemME (9.36). 1l existe une transversale a droite 'T de H dans Fy,
contenant 1 et telle que

t= a0l .. e T »xﬁ!xgz...x;keT, VE(l1<k<n
(37)

Une telle transversale est appelée : transversale de Schreier 2
droite, de H dans Fy.

Preuve : Etant donné une classe a droite Hu, de H dans Fy,
on appellera longueur de Hu le minimum de la longueur d’un mot
appartenant 2 Hu.

Démontrons, par récurrence sur n = long(Hu), qu’en choi-
sissant dans chaque classe Hu un représentant ¢ de longueur
minimum, on définit une transversale de Schreier de H dans Fy.

~— Dans H, on prend ¢ =1, qui est de longueur 0.

— Dans toute classe de longueur 1, on choisit un représentant ¢
de la forme ¥*eX uX = 4+1.

— Supposons que dans toute classe de longueur 7 on ait choisit
un représentant ¢ vérifiant la condition (37).

Soit Hg une classe de longueur n 4 1; il existe u € Hg tel
que long(u) =n + 1.

Ecrivons =192, ou »FeXuUX"! e=41, donc
long(v) = n; alors long(Hu) = n et si ¢ est le représentant choisi
dans Ho, satisfaisant & la condition (37), alors ¢x* est un repré-
sentant de Hg, vérifiant cette méme condition.

J. CALAIB 12
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C / Preuve du théoréme de Nielsen-Schreier (9.27)

H étant un sous-groupe d’un groupe libre Fy, soit T une trans-
versale de Schreier & droite de H dans Fg. En utilisant les mémes
notations que précédemment, posons

Y =YnNnKereg ={y,_, eY; q»(y;,a,) =1}

et démontrons que {Y | Y’} est une présentation de H.
Soit K le sous-groupe normal de Fy engendré par Y'.

Y’ < Ker ¢ = K < Ker ¢.

D’autre part, d’apres le lemme (9.35), Ker ¢ est le sous-groupe
normal de Fy engendré par I’ensemble {{,(¢); ¢ € T}; montrons
alors que {,(#) € K, quel que soit ¢t eT.

Si long(t) =0, t=1, () =1 et 1 K.

Pour long(t) ==n, n > 0, raisonnons par récurrence sur n.

Posons ¢t =sx%, o #*eX UX™Y e= +1, donc

long(s) = n—1.

T étant une transversale de Schreier, s appartient 4 T.

$i(f) = da(sx) = a(s) $(x9)-

L’hypothése de récurrence implique ¢,(s) € K. D’autre part :
—si e=1, t=1sx, {,(x) =2,, et d’aprés la relation (34) :

Q(Jp.2) = @ o $,(x) = n(sx),

donc ¢(»,,) =n() =1, car teT; dou y,, €Y', par
suite ¢,(x) € K;

- Si € = — 1, t= Jx—l’ ¢s(x_l) = (.yr(az“),z)—l = (.yl,z)—l;
?(Dy2) = @ 0 Yy(x) = n(tx)

t = sx ! implique s € T, car T est une transversale de Scheier,
alors, ¢(7,,) =(s) =1, donc y,, €Y', par suite,

$o(x) = ()" e K
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Ainsi, pour tout teT, §,(f) € K; onendéduitque Ker ¢ =K,
donc {Y|Y’'} est une présentation de H; Y’ étant une partie
de Y, le lemme (9.28) permet d’affirmer que H est un groupe libre
(remarque (9.29)).

Plus précisément, H est un groupe libre, isomorphe au groupe Fy
ou E=Y\Y"

yl,z € Y\Y’ <~ <P()’¢,z) # l’

or, ¢(¥,, = n(tx), par suite le résultat du lemme (9.32) conduit
2 I’énonc€ suivant :

ProposrrioN (9.37).  Si H est un sous-groupe d’un groupe libre Fy,
st T est une transversale de Schreier a droite de H dans Fy, alors H est
librement engendré par Uensemble des éléments :

2, , =n(tx), tels que teT, xeX et tx ¢T.

D / Rang d’un sous-groupe d‘un groupe libre

Remarque (9.38) : La proposition (9.37) montre que, si F est
un groupe libre de rang fini et si H est un sous-groupe de F, d’indice
Sini, alors H est un groupe libre de rang fini (détermination du rang
de H : exercice 1, chap. IX).

Cependant, comme le prouve le théoréme (9.39) ci-dessous,
un groupe libre de rang fini peut contenir un sous-groupe de rang
infini.

Plus généralement, on peut démontrer (théoréme de Schreier
[63]) que, si F est un groupe libre et si H 3 (1) est d’indice
infini dans F, alors H est de rang infini.

THEOREME (9.39). Si F est un groupe libre de rang 2, alors D(F)
est de rang infini dénombrable.

Preuve : Soit { x, } une partie génératrice libre de F.

F
Posons F' = D(F); d’aprés la proposition (9.22), F ot un
groupe abélien libre de rang 2 et s1 x, ¥ désigne les classes de x et »

F
modulo F’ dans F, alors {¥, 3} est une base de T
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. - F_ . .
Quel que soit « €5 U s’écrit de fagon unique :

u=2x"y", ou metn sont dans Z.

On en déduit que T ={¢, , = a")"; metndans Z} est une
transversale de Schreier de F’ dans F.
Pour tout ¢, , tel que n# 0, on a

Nty 0 ) = b, 0 %(7(b, o )7

b w ¥ = X" )" x et dans P xmyrx =xmt1yn d’ol
Ttp, n %) = 2" 1H",

par suite :
N(tn, %) = 2" 7" 277,

donc y(t, ,*) # 1. On remarquera que y(f, , *) = [0, »7].
D’autre part, quels que soient m et n dans Z, ¢, ,yeT et
quel que soit meZ, ¢, xeT.
D’aprés la proposition (9.37), le sous-groupe F’ de F est alors
librement engendré par P'ensemble des f, , x tels que n# 0,

donc F’ est de rang infini dénombrable.

4 — Produit libre de groupes

Soient I un ensemble non vide et { G, };c; une famille de groupes
nous connaissons le produit direct des groupes G; (chap. I), nous
allons maintenant associer a la famille { G;};c; un autre groupe T,
engendré par UI G; qui sera appelé : produit libre des groupes G;,

i€

iel (en théorie des catégories, ce groupe est appelé coproduit
direct des groupes G;, ¢ €I).

La construction de I' se fait par une méthode analogue a celle
qui a permis de définir un groupe libre sur un ensemble donné.
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A | Construction d’un produit libre de groupes
Soit {G,};e; une famille non vide de groupes.

Définition (9.40) : On appelle mot sur wlélx G; toute suite finie :
e, a4, ... q, ounecN, g€ Ga,-
quel que soit j (1 <j < n).
Le mot correspondant & la partie vide de U G, sera appelé
le mot vide et noté 1. On désignera par ( U G) l’ensemble des mots

Dans (‘LEJI G;) deux mots 4, @, ... 4, et b; b, ... b, sont

égaux si et seulement si n=p et g, =¥b,, quel que soit &
(I1<k<n).

D’autre part, pour tout 7 € I, on notera ¢ I’élément unité du
groupe G;.

Définitions (9.41) :

1¢ On dira que les mots

Gy oov Gy, 0,8, .. G
et Gy oo Gy O, - G,
sont élémentairement équivalents, si a; = ¢;.
De méme
Gy oo G 0, G Gy e G
et Gy oo Gy, a;. Gy - -+ Giy

sont élémentairement équivalents, si a; et g, sont dans le méme
groupe G;; et que a4, , = g

%41 4"
20 Dcux mots u ct v de (U G,) seront dits éguivalents s'il existe
i€l
un nombre fini de mots, z, 2z, ..., 2,, tels que :
u=12z, v=z

n

et, pour tout (1l <i<n—1), z et z,, sont élémentairement
équivalents.
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On peut vérifier sans difficulté que la relation « u équivalent
a v » est une relation d’équivalence dans (¢U1 G,;); on la notera Z.
€

On désignera par [u] la classe d’équivalence modulo #Z d’un mot u
et par [‘EI G;] Pensemble quotient de (‘91 G,) par 4.

Produit de mots : Quel que soit w € («léjl Gy), on pose
wl=1lw=w
et pour u=g4,4,...0q, e v==b,b, ...b, dans (U Gy,
on pose tel

w==a, ...a,b, ... 6.

Muni de ce produit, (léjx G,) est un monoide.

ProrosrTioNn (9.42). La relation d’équivalence R définie dans
(¢91 G,) est compatible avec le produit des mots et ensemble quotient

[¢U1 G;] muni de la loi quotient telle que, quelles que soient les classes
d’équivalence [u) et [v] :

fu] [2] = [wo].
est un groupe dont I’élément unité est [I].

Démonstration laissée au lecteur.

Définition (9.43) : On appellera produit libre (ou coproduit
direct) des groupes G;, ¢ €I, tout groupe engendré par U G,

et isomorphe au groupe [U G;] défini dans la proposition (9 42)

Définition (9.44) : Un mot u e (U G,) est dit réduitsi u = 1,
T3
ousi u=gqa,...q et tl quaucun des g;. n’est élément
unité d’un groupe G; et tel que, quel que soit j (1 <j<n—1),
a; et g, , mappartiennent pas & un méme groupe G;.

Par un procédé analogue 2 celui utilisé dans la démonstration
du théoréme (9.11), on définit une méthode de réduction d’un
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mot u =@, a, ...4q, en lui associant une suite de mots :
Ugy Uy, ..., U,, telle que chaque u; est réduit et, en particulier,
u, est réduit et équivalent 2 u.

Précisons la construction de la suite u,,u,, ..., u,.

Si u=wa ¢, ...q et un mot dans (‘U G;), on pose :
€I
u=1; yy=uga,, si ¢ #¢ et u, =1, si g =¢.
Si Pon suppose u, déterminé, pour 1<k<n—1, et si
w, =0b6b,...0, alors:

8

Uppy = U, S G =6 .5

Uppy =W Gy, S b, ¢ G&,“.;

si b, €G;,,,,, alors:
Upyp1 = bl b2 L ba—l: s1 ba iy = Cigyn

. M .
Upp1=0b1bp... b, 1045, ,, si b  =a dans G .

Ainsi, pour tout 2 (1 < 2 < n), w, est un mot réduit équivalent
a g0 ...0a,; u,sera appelé la forme réduite de u et noté r(u).
Comme dans le cas du groupe libre, on prouve que chaque
classe d’équivalence [u] € [l_l‘:_JI G;] ne contient qu’un seul mot

réduit r(x). (Nous n’expliciterons pas la démonstration.)
En particulier, quel que soit 7 €I, 1 est 'unique mot réduit
de [¢].

Notons 11 G; Vensemble des mots réduits de ( U G,).
13
Au moyen de la bijection qui associe é. chaque classe

[4] € ['léjx G;] l'unique mot réduit qu’elle contient, on définit
dans IT G, une loi de composition telle que, quels que soient les

i€l
mots réduits u et v :

uv = r(uv);

relativement 2 cette loi, [I G; est un groupe engendré par U G,
13 13

et isomorphe au groupe [U G,], donc ]_I G; est produit libre des
groupes G;, i el



360 Eléments de théorie des groupes
Remarque (9.45) : Tout u e II G; s’écrit de fagon unique :
iel
u=a,a,...aq,

oi neN, g eG‘ quel que soit j (1<j<n), avec u=1 si
et sculcmcnt si n = 0 s1 u# 1 pour tout J, on a a # e‘l
et a;. 1 ¢G‘

7+ J

On en déduit immédiatement qu’un produit libre de groupes
(U G,) est un groupe non abélien.
13

B / Propriété universelle du produit libre de groupes

{G;}iex €tant une famille non vide de groupes, pour tout ¢ €1,
considérons 1’application :

%: G~ 1 G,
icl
définie par ;> r(q;) (forme réduite de a,).

Compte tenu de la méthode de réduction d’un mot, développée
plus haut, on vérifie que ¢; est un monomorphisme de groupes,

appelé monomorphisme canonigue de G; dans II G;.
€1

Remarque (9.46) : Quel que soit I, I_I G, contient au moins
un sous-groupe isomorphe a G;. €x

En effet, pour tout : eI, ona G; ~ Img,.

TutorEME (9.47). (Propriété universelle.) Soit {G,};c; une
Samille, non vide, de groupes. Soient T' un groupe engendré par -U1 G,
et {o;};c1 la famille des injectz'ons canonigues de G, dans T'; aloers r
est produit libre des groupes G, si et seulement si, quels que soient le
groupe G et la famille de nwrphzsmes {fiic1, telle que, pour tout iel,
fie Hom(G,, G), il existe un unigue h e Hom(I', G) vérifiant
hoo, =f;, quel que soit i €l.
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Preuve :

1e Supposons I'=11G; et o = ¢, quel que soit zel.
3

Pour chaque 7 €I, considérons le diagramme :

G

dans lequel G et f; sont donnés.
Pour tout mot réduit ue Il Gy, tel que u =g, q,... g,
posons : tel

hia, q ... a;n) =ﬁ1(a‘1)f¢2(a,-2) .. .f‘n(a‘n), sin>0
et k(1) =e¢, si n=0 (e étant ’élément unité de G).

On en déduit que, pour tout iel, on a hog =fi.
Vérifions que 4 est un morphisme de groupes.
Soient u et v dans 1 G;, tels que :

i€l

U= 0,6,...6 et v=b,lb,2...b,p, n#0, ps#0.

Pour p=1, ww=0;a,...qb;, si b; ¢G,.

Lorsque b, € G;, w = a6, ... _,, si g b, = ¢,
w=a,a...a, si gb,=a #e¢,6 dans G;.

Dans tous les cas on vérifiera que h(uw) = h(u) h(v).

Pour p > 1, on procéde par récurrence sur p. On suppose :

h(ub.fl bJa LR b.’lp_l) = h(u) h(bﬁ bjs e b.‘fp_l);

en raisonnant comme dans le cas ot p =1, on prouve alors
que hA(uv) = h(u) h(v).
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Enfin, si & est un morphisme de I G; dans G, tel que, pour

i€l
tout tel, K og =f;, alors, quel que soit u =g, a, ... q
dans II G;,
3

K (v) = h'(q,-l(a‘l) %(%) .. %,,(a-',,))
=ﬂ1(aﬁ)ﬂ,(%) <o fc,,(ae,,),
d’ou & =*k.
20 Soit I' un groupe engendré par _UI G;; pour tout zel
o; étant Pinjection canonique de G; dan'sel‘, on suppose que le
couple (T, {};c1) vérifie les conditions énoncées dans le théo-

réme (9.47)
On considére, pour tout ¢ € I, les deux diagrammes suivants :

A S - ‘g‘ G, ‘IEII G — — T
) [ / % %
G, G,

Les hypothéses et la partie 1° de la démonstration impliquent
qu’il existe g€ Hom(T, ]_I G) et ke Hom( ]_I G;, I') tels que,
pour tout zel :

ooy =q, hog=

On en déduit que hogoay =104 €t gokhog = g.
g et k étant des morphismes de groupes, I et ]_I G; étant engen-

drés par U G;, on a :

hog=idpr et goh=idpg;

1€1
par suite, I' est isomorphe & II G;, on en conclut que T est produit
iel

libre des groupes G;, z€l.
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CoroLLAIRE (9.48). 8% {G;}ic1 et {Gi}iex sont deux familles de
groupes, alors (Gy ~ G{,Viel) = 11 G, ~ I G;.

icl iel

Démonstration laissée au lecteur.

ProrositioN (9.49). Tout groupe Fy, librement engendré par un
ensemble non vide X = {x,},cq, est produit libre des groupes monogénes

infinis (%,>, 1€l

Preuve : Quel que soit 7 €I, notons «; Pinjection canonique
de {(x;> dans Fy et considérons le diagramme ci-dessous :

(&)

D’aprés le théoréme (9.47), il existe un unique
h e Hom( I1 <%, Fx)
fe1

tel que kog, = «;, pour tout el
Fy étant engendré par X, & est surjectif; vérifions que % est

injectif. Soit u e [I {x,), tel que A(x) = 1.
iel

u est un mot réduit dans (U (x,>) qui s’écrit de fagon unique :
=, a2, ot peN, Ay e x),
quel que soit j (1 < j < p)
h(u) = h(g,(47") - .. qo, (%)) = 2" ... xpP
it ... AP est un mot réduit, €lément de Fy, alors

LA
x};“...x::f'=l dans Fx <« p=0,

donc h(x) = 1 implique u = 1 dans [I {x;), par suite on a
i€l

Fx ~ II <%), avec (%> ~Z, quel quesoitzel.
i€l
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D’autre part, Fx peut étre considéré comme engendré par

U <¢x), donc Fx est produit libre des groupes monogénes
€I
infinis <%, iel.

Remarque (9.50) : Comme le justifie la proposition (9.49) (et
comme le font certains auteurs [45]) on aurait pu définir un groupe
libre comme un produit libre de groupes monogénes infinis. Une
telle définition est & rapprocher de celle d’un groupe abélien libre,
qui est somme directe de groupes monogénes infinis.

Ce parallélisme vient du fait que le produit libre de groupes et
la somme directe de groupes abéliens représentent le méme concept
de coproduit direct, I’'un dans la catégorie des groupes, I’autre dans
la catégorie des groupes abéliens (méme propriété universelle) [54].

Exercices Chapitre IX

1) Soit F un groupe libre de rang fini n > 1. Soit H un sous-groupe
de F, d’indice fini k.
On désigne par X une famille génératrice libre de F et par T
une transversale de Schreier 4 droite de H dans F; comme dans
le lemme (9.32), on pose

Z={z,=m"(tx);teT,xeX}

a) Vérifier que, si teT et xeX, alors:

Z,=1 < (@seT,t=s1).

b) Montrer que tout teT\{1} s’écrit de fagon unique :
t=s¢, ouxeX, e=+4+1, se€T

ct que
= — 1 = Zt,z = l
e= l=z,=1
En déduire que le nombre des éléments de Z égaux a 1 est 2— 1.

En conclure que rang (H) =k(n—1) + 1.
[Utiliser la proposition (9.37).]

2) Soit G un groupe fini, non cycligue. On suppose G ZI—EI ou F
est un groupe libre de rang fini, prouver que :

rang (H) > rang (F).
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4)

5)

6)
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Soit {G;};e1 une famille de groupes (card(I) > 1).
On pose I' = [I G; et pour tout i€l, g¢; désignant Pinjec-
i€I
tion canonique de G; dans I', on identifie chaque G; & Img,.
a) Vérifier que, quels que soient i %j dans I, on a
G, nG; = (1).
b) Z(I") désignant le centre de I, prouver que Z(I') = (1).
¢} Z(F) étant le centre d’un groupe libre F, montrer que
rang (F) > 1 = Z(F) = (1).
G;, G,, G; étant des groupes, montrer que 'on a :
G UG, G, UG,
et (G, U G,) U Gy ~ G, U (G, U Gy).
Etant donné une famille non vide de groupes : { G; 1, on note g;
les injections canoniques : G; — Il G;.
€I
a) Montrer que, pour tout groupe G, Yapplication :
Hom( II G;, G) - Il Hom(G;, G)
i€I iEI
k> (ko q)ex

est une bijection.
b) On pose T = II G; et, pour tout i€l, on note H; le
i€I
sous-groupe normal de I' engendré par |J G;.
r 51
Démontrer que 'on a —- >~ G;.
H,
Soit {G; };e1 une famille non vide de groupes.
Pour tout i eI, soit (X;|R,) une présentation du groupe G;.

On note Fx; un groupe libre sur X; et (R;) le sous-groupe normal
de Fx engendré par R,.

a) Vérifier que 'on a 11 Fx o II G..

ie1(Ry) ~ ier
b) On pose X=UX;, R=UR, et on note Fx un
i€T =3

groupe libre sur X.
Etant donné les injections canoniques :

ox;: X; >Fx,, ox:X->Fx et N:X, X

montrer que, pour tout ie€l, il existe un monomorphisme
¢; € Hom(Fx,, Fx) tel que ¢oax; = axoN.
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7)

8)

9
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En déduire/ u’il existe p; € Hom (& &) tel que
- 1 b ®y®) 1
P;o0 TG = TLo @,

oll m; et 7 sont les épimorphismes canoniques : Fy. —>ER%') et

Fx

F. ==

TR
¢) Démontrer que (X |R) est une présentation du groupe

11 G,.

$EI

Soit X un en.emble équipotent & N; on pose X ={x,},en-
a) Le groupe additif des nombres rationnels, (Q, +), étant

1
engendré par {'7, ne N} (exercice 8, chap. III), démontrer
que (X |artlx;';neN) est une présentation de (Q, +).
b) p étant un nombre premier, soit Q ,, le sous-groupe de (Q,, +)
engendré par { l%‘; ne N} (exercice 10, chap. I).
Montrer que (X | x3,, x;*; n € N) estune présentationde Q ,,.

¢) Soit (%) la composante p-primaire du groupe additif —g—' .
»

[(%)p est isomorphe 4 C_ o : voir exercice 3, chap. VIII.]
Prouver que (%—) a pour présentation :
»
(X | xps x2 1 %71 neN).
a) Montrer que le groupe diédral infini D, (exercice 31, chap. I11
et exercice 35, chap. IV) a pour présentation :

({a, 8} | 8% (ab)?).

b) En déterminant une autre présentation de D, prouver,
A ’aide de l’exercice 6 ci-dessus, que Yon a D, ~ C, U C;, o
C, désigne un groupe cyclique d’ordre 2.

Soit S4(Z) le groupe multiplicatif des matrices de M,(Z), dont
le déterminant est 1.

. 0 1 0 —1
a) Soient A=( ) et B=( )
—1 0 1 1
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Vérifier que A et B sont d’ordre fini dans Sy(Z), mais que AB
et BA sont d’ordre infini.

b) Montrer que toute matrice X € 8,(Z) dont un élément
est nul dans la premiére, ou dans la seconde colonne, appartient
au sous-groupe <A, B) de S,(Z), engendré par A et B.

¢) Le but de cette question est de prouver que le groupe S,(Z)
est engendré par A et B.

b
On suppose X = (a d) dans S,(Z) telle que X ¢ (A, B).
¢

On suppose de plus que, parmi les matrices de S,(Z) n’appar-
tenant pas & (A, B), X est telle que |a| + |¢| est minimal.

Si |a| > |¢], montrer qu’il existe re Z, telque |a + rc| < |a]
etsi |a]| < |¢c|, vérifier qu’il existe s € Z, tel que |sa + ¢| < |¢].

En calculant, respectivement, dans chacun des deux cas
précédents :

1 r 1 0
( ) X et ( ) X.
01! s 1
Montrer que Pon obtient une contradiction avec la minimalité
de |a]| + |¢|; en conclure que S,(Z) = (A, B).
d) Montrer que le centre du groupe S,(Z) est {I,—1I} ol
I est la matrice unité de Sy(Z).
; _ 54(2Z)
e) SOlt PZ(Z) = {I_’—-—-I}.
est une représentation du groupe P,(Z).
En déduire que 'ona P,(Z) ~ C, LI C;, ou G, et Cy désignent,
respectivement, des groupes cycliques d’ordre 2 et 3 (voir I’exer-
cice 6 ci-dessus).

Démontrer que ({a, B}| o2, B?)

Soit G=1IIG,;, cardI >1. On pose D(G) =G’ et, pour

i€l
tout iel, D(G;) = Gj.
G;

G
a) Démontrer que 'on a —; ~ —.
1 G T &1 G

b) Retrouver la proposition (9.22), & I’aide du résultat pré-
cédent et de la proposition (9.49).

a) SoientG ungroupe et K < G. Démontrer que, si % est un groupe

libre, alors G contient un sous-groupe H isomorphe & —, tel que

G est produit semi-direct de K par H (définition (5.45)).
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6) Soit F un groupe. On suppose que, quels que soient le
groupe G et le sous-groupe K <G tels que % ~ F, G est pro-

duit semi-direct de K par un sous-groupe H ~ F.
Démontrer que F est libre.

12) a) Démontrer que pour tout groupe libre F, tel que rang (F) > 1,
D(F) est un groupe libre de rang infini.
[On pourra utiliser le théoréme (9.39) et ’exercice précédent.]
b) Prouver que tout groupe libre F tel que rang (F) > 1 est
non résoluble.
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INDEX

anneau, 14.
automorphisme, 47.
— intérieur, 48.

base d’un groupe abélien libre, 278.
Bezout (théoréme de —), 97.
Burnside (formule de —), 202.

carré latin, 29,

Cauchy (théoré¢me de —), 210.

Cayley (table de —), 27.

Cayley (théoréme de —), 51.
centralisateur, 17.

centre d'un groupe, 34.

classe de congruence, d’équivalence, 23.

— de conjugaison, 145.

— double, 85.

— modulo un sous-groupe, 72.
classe de nilpotence, 249.
commutateur, 156.
complément, 277.
composante p-primaire, 296.
coproduit direct, 358.
corps, 14.
cycle de longueur r (ou r-cycle), 108.
cycles disjoints, 111.

décomposition canonique d’une permu-
tation en un produit de cycles, 112.
décomposition canonique d’un groupe
abélien de type fini, 315.
demi-groupe, 21.

déplacements du plan, 87.
diviseurs élémentaires d’un groupe abé-
lien fini, 313.

élément neutre, 17.
— simplifiable (a droite, & gauche), 22.
— superflu, 267.
— symétrique, symétrisable, 17,
— unité, 19.
éléments conjugués, 145.
— permutables, 19.
endomorphisme, 41.
ensemble bien ordonné, 287,
— ordonné inductif, 162,
— quotient, 24,
entiers congrus modulo n, 24,
épimorphisme, 52.
équation aux classes, 184.
Euler (fonction d’—), 99.

facteur direct, 277.

famille génératrice libre, 337.
— libre sur Z, 279.

forme réduite d’un mot, 234-358.

formule des indices, 78.

Frattini (lemme de —), 212.
(sous-groupe de —), 162.

Gauss (théoréme de —), 102,
générateurs (ensemble de --), 35.
générateurs d’'un groupe monogeéne, 98.
G-ensemble, 175.

— homogeéne, 186.
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groupe, 18.

— abélien, 19.

— abélien élémentaire (p-élémentaire),

263.

— abélien libre, 277.

— abélien p-primaire, 295.

— additif, 20.

— alterné de degré n, 120.

— caractéristiquement simple, 257.

— circulaire, 165.

—— classique, 139.

— commutatif, 19.

— cyclique, 36.

— dérivé, 156.

— dicyclique, 205.

— diédral de degré n, 120.

— diédral infini, 135.

— divisible, 323,

— hypercyclique, 221.

— libre, librement engendré, 337.

— linéaire général, 27.

— linéaire spécial, 45.

— linéaire projectif spécial, 139.

— mixte, 293.

— monogene, 35.

— multiplicatif, 19,

— nilpotent, 244.

— orthogonal, 45.

— périodique, 294.

— p-quasi cyclique, 172.

— quotient, 137.

— résoluble, 236.

— simple, 138.

— simple classique, 139.

— simple sporadique, 139.

— super-résoluble, 264.

— symétrique, 25.

— symétrique de degré n, 25.
groupe opérant sur un ensemble, 175,

— fidélement, 187.

— transitivement

186.
— k-transitivement, 203.

(intransitivement),

holomorphe, 195.
homographie, 68.
homomorphisme de groupes, 41.

image d’un morphisme de groupes, 43.
image homomorphe, 43.

Eléments de théorie des groupes

indice d’un sous-groupe, 76.
invariants d’'un groupe abélien fini, 315.
inverse d’un élément, 19.
inverse d’un produit, 22.
isométrie, 33.
isomorphes (groupes —), 46.
isomorphisme, 45.
ler théordme d’—, 83.
2e théoréme d’—, 153.
3¢ théoréme d'—, 155.

Jordan-Holder (suite de —), 229.
(théoré¢me de —), 231.

Klein (groupe de —), 57.

Lagrange (théoréme de —), 75.

loi de composition interne, 17.
— associative, 17.
— commutative, 17.

loi quotient, 80.

longueur d’un cycle, 108.

longueur d’une suite de composition,
225.

longueur finie, infinie (groupe de —),
232.

longueur d’un mot, 330,

module (A-module), 269.
monoide, 21.

— libre, 331.
monomorphisme de groupes, 51.
morphisme de groupes, 41.

— nul, 44.
mot, 330.

— réduit, 334-359.

— vide, 330.
mots adjacents, 331.

— élémentairement équivalents, 357.

— équivalents, 332-358.

normalisateur, 146.

noyau d’un morphisme de groupes, 43.

noyau de l'action d’un groupe sur un
ensemble, 176.

opposé (élément), 20.
orbite (G-orbite), 179.
— ponctuelle, 184.

c-orbite, 107,



ordre d’un élément, 36.
— d’un groupe fini, 19.

partie génératrice, 35.
— libre, 337.
permutation, 25.
— circulaire, 109.
— paire (impaire), 118.
— 4 support fini, 168.
p-groupe, 295,
— abélien, 295.
— fini, 210,
— de Priifer, 172.
Poincaré (théoréme de —), 77.
présentation d’un groupe, 342.
présentation finie (groupe de —), 345.
produit de deux éléments, 19.
— de n éléments, 20.
produit direct de groupes, 54.
produit libre de groupes, 358.
produit semi-direct de sous-groupes, 191.
— de groupes, 192.
propriété universelle d’un groupe abélien
libre, 284.
— d’un groupe libre, 338.
— d’un groupe quotient, 147.
— d’un produit direct de groupes, 60.
— d’un produit libre de groupes, 360.
— d’une somme directe de groupes
abéliens, 272.

quaternions (groupe des —), 27.
quotient d’une suite de composition,
225.

Rado (lemme de —), 302.

raffinement d’une suite de composition,
226.

rang d’un groupe abélien libre, 282.
— d’un groupe libre, 345.

relation d’équivalence compatible avec
une loi de composition, 79-80.

relation de conjugaison, 145.

représentation matricielle d’un groupe,
66.
— linéaire d'un groupe, 196.

rotations, 143.

Schreier (théoréme de —), 227.
signature d’une permutation, 115.
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similitude, 33.
simplification (régle de —), 22,
somme de deux éléments, 19.
— de sous-groupes, 39.
— directe de sous-groupes d’un groupe
abélien, 39.
sous-ensemble des points fixes
G-ensemble, 187.
sous-groupe, 29.
— caractéristique, 157.
— d’isotropie, 179.
— distingué, 136.
— de Frattini, 162.
— d’un groupe quotient, 150.
— engendré par une partie d’un
groupe, 34.
— maximal, 159,
— normal, 136.
~— normal maximal, 159.
— propre, 30.
— sous-normal, 254.
— torsion (de —), 294.
stabilisateur, 179.
suite centrale, 243,
— centrale ascendante, 247.
— centrale descendante, 245.
suite de composition, 225.
suite normale, 237.
— normale monogene, 264.
suite principale, 258.
suites de composition équivalentes, 226.
support d’un cycle, 108.
— d’une permutation, 106.
Sylow (p-sous-groupe de —), 210.
(1er théoréme de —), 205.
(sd, théore¢me de —), 210.

d’un

torsion {(groupe de —), (groupe sans —),
293.
translation & gauche (A droite), 50.
transposition, 109.
transversale A droite (A gauche), 348.
— de Schreier, 353.
type fini (groupe de —), 35.

Zassenhaus (lemme de —), 227,
Z-module, 269.

— injectif, 325.

— projectif, 292.
Zorn (axiome de —), 162,
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